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本 书 自从 1986 年 第 1 版 发 行 以 来 ,很 快 告 融 。 有 些 兄弟 院 校 只 好 用 胶印 版 满足 教学 
急需 。 合 北 亚 东 书局 在 1992 年 发 行 了 繁体 字 版 本 。 现 作者 集 近 二 十 年 来 在 清华 大 学 讲 
授 本 课程 及 “ 非 线性 连续 介质 力学 "“ 固 体 本 构 关系 "等 相关 课程 的 教学 实践 经 验 ,对 第 1 
版 做 了 以 下 改进 与 补充 ， 

(1) 将 原 书 第 1、 第 2 两 章 合并 为 第 1 章 “ 矢 量 与 张 量 "。 将 原 书 第 3 章 “ 二 阶 张 量 " 改 
为 第 2 章 。 原 书 第 4、 第 5 两 章 合 并 为 第 3 章 “ 张 量 函数 及 其 导数 "。 第 7、 第 8 两 章 合并 
为 第 4 章 “ 曲 线 坐标 张 量 分 析 ”。 这 些 章 的 部 分 内 容 进行 了 删节 、 增 补 与 改进 。 新 增 第 5 
章 “ 曲 面 上 的 张 量 分 析 ”。 将 原 书 第 9 章 改 为 第 6 章 “ 张 量 场 函数 对 参数 t 的 导数 ”。 

(2) 全 书 增加 了 较 多 的 应 用 实例 与 习题 , 原 书 第 5 章 “ 力 学 中 的 常用 张 量 " 不 再 作为 
单独 的 一 章 ,其 内 容 分 别 列 入 有 关 章 节 作为 例子 。 

(3) 在 第 2 章 “ 二 阶 张 量 " 中 增加 了 “正则 与 退化 的 二 阶 张 量 "一 节 , 增 加 了 关于 任意 
二 阶 张 量 独 立 不 变量 个 数 的 讨论 。 

(4) 在 第 4 章 “ 曲 线 坐标 张 量 分 析 ” 中 增加 Bianchi 恒等式 的 内 容 , 增 加 正 交 曲 线 坐 标 
系 中 单位 矢量 求 导 公式 及 其 相关 内 容 。 

(5) 新 增 第 5 章 “ 曲 面 上 的 张 量 分 析 ” 中 包含 了 曲面 微分 几何 的 基本 知识 ,曲面 的 基 
本 方程 ,曲面 上 张 量 场 函数 的 导数 以 及 等 距 曲面 等 内 容 。 

(6) 第 6 章 “ 张 量 场 函数 对 参数 t 的 导数 "补充 了 连续 介质 力学 的 许多 基本 概念 ,把 
本 章 内 容 与 连续 介质 力学 的 基本 概念 联系 起 来 ,还 新 增 了 “ 张 量 场 函数 在 域 上 积分 的 导 
数 "的 内 容 。 
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自从 爱 因 斯 坦 1915 年 发 表 广义 相对 论 的 著名 论文 以 来 , 张 量 分 析 在 理论 物理 中 占有 
突出 重要 的 地 位 。 以 后 , 张 量 分 析 在 物理 学 发 展 中 起 了 重要 作用 。 同 时 , 反 过 来 ,来 自 物 
理学 (相对 论 , 场 论 ) 的 概念 也 促进 了 张 量 分 析 的 发 展 。 

近 二 十 多 年 来 连续 介质 力学 的 发 展 又 重复 着 同一 个 历史 。 今 天 ,不 熟悉 张 量 分 析 的 
人 阅读 连续 介质 力学 的 文献 是 很 困难 的 ,有 时 甚至 是 不 可 能 的 。 张 量 分 析 与 微分 几何 学 
一 些 分 支 已 经 渗透 到 连续 介质 力学 中 来 。 正 如 W. Flugge 所 说 ,有 了 张 量 分 析 ,连续 介质 
力学 就 如 鱼 得 水 。 

本 书 主要 是 为 学 习 连 续 介 质 力 学 等 作 必要 的 准备 ,因此 主要 限于 三 维 欧 氏 空 间 的 讨 
论 。 在 写作 本 书 过 程 中 主要 参考 书 见 参考 书目 。 

本 书 曾 用 作 1981 一 1983 年 清华 大 学 研究 生 教材 。 虽 曾 数 易 其 稿 ,但 可 能 仍 有 错误 ， 
欢迎 读者 指正 。 姚 振 汉 与 顾 现 琳 同志 曾 参与 第 一 稿 的 部 分 章节 整理 ,在 此 对 姚 振 汉 同志 
表示 感谢 , 对 顾 环 琳 同 志 表示 悼念 。 
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第 1 章 矢量 与 张 量 


1.1 矢量 及 其 代数 运算 公式 
1.1.1 矢量 


在 三 维 Euclidean 空间 中 ,矢量 是 具有 大 小 与 方向 且 满 足 一 定 规则 的 实体 ,用 黑体 字 
母 表示 ,例如 wo ,w 等 。 它 们 所 对 应 矢量 的 大 小 ( 称 为 模 、 值 ) 分 别 用 |u| lo |. |w| 表 
示 。 称 模 为 零 的 矢量 为 零 矢量 ,用 0 表示 。 称 与 矢量 u 模 相等 而 方向 相反 的 矢量 为 w 的 
负 矢量 ,用 一 & 表示。 矢量 满足 以 下 规则 : 

(1) 相等 : 两 个 矢量 具有 相同 的 模 和 方向 , 则 称 这 两 个 矢量 相等 。 即 ,一 个 矢量 做 平 
行 于 其 自身 的 移动 则 这 个 矢量 不 变 。 

(2) 矢量 和 : 按照 平行 四 边 形 法 则 定义 矢量 和 ， 
同一 空间 中 两 个 矢量 之 和 仍 是 该 空间 的 矢量 。 如 


图 1.1 示 。 u 
矢量 和 满足 以 下 规则 : 图 1.1 矢量 和 的 平行 四 边 形 法 则 
交换 律 : u+v =v +u (1.1.1) 
结合 律 : (u+v)+w=u+(o+w) (1.1.2) 
由 矢量 和 与 负 矢量 还 可 以 定义 矢量 差 ， i 
u—v=u+(Cv) (1.1. 3) 
HAA 
u+(—u) =0 (1.1. 4) 


G) ARRE: 设 a,b 等 为 实数 ,矢量 u 乘 实数 a 仍 是 同一 空间 的 矢量 , 记 作 ”一 cu。 
HAVE. v 是 与 一共 线 且 模 为 & 的 a 倍 , 当 a 为 正 值 时 vw 与 同 向 ,a 为 负 值 时 w Su 反 
向 ,a 为 零 时 wv 为 零 矢 量 。 数 乘 矢 量 满足 以 下 规则 : 


SRE: (a+b)u=au+bu (d. 1. 5a) 
alu+v )=au +av (1.1. 5b) 
结合 律 ; a(bu)=abu (1.1. 6) 


由 矢量 关于 求 和 与 数 乘 两 种 运算 的 封闭 性 可 知 ,属于 同一 空间 的 矢量 组 u GIEL, 
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…, 了 ) 的 线性 组 合 2 au; TAK ea te 此 处 a; 是 实数 。 矢 量 组 uy ,ws ,… ,wu B 
性 相关 是 指 存在 一 组 不 全 为 零 的 实数 和 ,os 5 “4T，, 使 得 


>, au 
线性 无 关 : 若 有 矢量 组 Uy s U2, °t, uj, 4AM4 a= oG = 1,2,» JON, AA 


aju; = 0 , 则 称 这 组 J 个 矢量 是 线性 无 关 的 。 


ER: 一 个 矢量 空间 所 包含 的 最 大 线性 无 关 矢 量 的 数目 称 为 该 矢量 空间 的 维 数 。 显 
然 , 三 维 空间 最 多 有 3 个 线性 无 关 的 矢量 ,平面 最 多 有 2 个 线性 无 关 的 矢量 。 在 n 维 空间 
中 ,可 以 根据 解决 物理 问题 的 需要 选择 n 个 线性 无 关 的 基 矢 量 ,而 任 一 矢量 可 用 n PR 
量 的 线性 组 合 来 表示 。- 
三 维 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 xz,y,z 中 ,选择 一 组 正 交 标准 化 基 i,j,k, 分 别 为 沿 x ys 
轴 的 单位 矢量 。 任 一 矢量 o 可 以 表示 为 这 组 正 交 标准 化 基 的 线性 组 合 : 
v=v,i+v,j + vk (1.1.7) 
reer NEN 述 定 义 和 式 (1.1.1) 一 (1.1.6) 的 规则 。 例 如 速度 .加 速 
BE AS. 


1.1.2 点 积 


定义 两 个 矢量 下 与 v 的 点 积 
F.v= |F||v |cos(F,v) (1. 1. 8) 
ACF, 0) 2a F 5 o 的 夹 角 , 如 图 1. 2 所 示 。 
WR FF,v 方 向 的 单位 矢量 分 别 为 ej; 和 e,, 则 由 (1. 1. 8) 式 知 ,F 
在 v 上 的 投影 是 Fe,, 而 vw 在 F 上 的 投影 是 vw.ej， 所 以 
F.v= |v|(F.e,)= |F|(v. e) 
由 (1. 1. 8) 式 与 基 矢 量 的 正 交 性 可 知 


ae 


j=l 


F o v = F,v,+ Fv, + F,v, (1.1.9) 图 1.2 两 个 矢量 的 点 积 
当下 表 示 力 ,vw RRB ORRE, F e v 表示 功 ( 功 率 )。 
两 个 矢量 的 点 积 服 从 以 下 规则 : 
交换 律 ; usv=v-u (1.1.10) 
分 配 律 ， F+(o+uw=Feu+F-v (1.1.11) 
正定 性 : u ° u>0 (1.1.12) 
且 &。V 一 0 当 且 仅 当 w =0 


Schwartz AEX: lusv|[<|u||v| (1.1.13) 


an aaria wee aca 


1.1.3 XF | 
两 个 矢量 wu 和 w 的 又 积 (也 称 为 矢 积 ) 是 垂直 于 uo 构成 的 平面 的 另 一 个 矢量 。 定 义 
w=uXv 
i j k 


(1.1.14) 


Uz Vy Uz 


w 为 垂直 于 u,v 所 在 平面 的 矢量 ,其 方向 符合 右手 规则 ,如 图 1. 3 所 示 。 


叉 积 的 模 为 
lIuxv|= |u| |v |sinu,v) (1.1.15) 
式 中 sin(u,v ) 宇 90。 交换 叉 积 的 顺序 , 则 叉 积 反 号 
uXv=—vXu (1.1.16) 
叉 积 也 满足 分 配 律 


Fx(mu+i+v)=FXui+-Fxv (1.1.17) 
又 积 的 物理 意义 是 ; RESTORE ELI 两 个 矢量 的 叉 积 
平行 四 边 形 的 面积 ,其 方向 垂直 于 该 平行 四 边 形 所 在 平面 。 
三 个 矢量 的 二 重 又 积 满足 以 下 恒等式 


ux (vxw) = (uw v—(urv)w (1.1.18) 
由 上 式 可 证 又 积 不 满足 结合 律 


uX(oxw) ~Cuxv)xXw 
1.1.4 ”混合 积 
定义 三 个 矢量 u,v ,wm 的 混合 积 是 


[uvw]= (uXv)+>w=ue (wxw) 
Us Uz Ws 


(1.1.19) 


- W, Wy W: 
若 更 换 三 个 矢量 在 混合 积 中 的 次 序 , 应 满足 
[uvw]= [vwu]= [wuv ] 

=— [v u w]=— [uwv ]=— [wvu] (1. 1.20) 

可 以 证 明 , 混 合 积 的 物理 意义 是 以 u,v ,w 为 三 个 楼 边 所 围 成 的 平行 六 面体 的 体积 。 

(1.1.19) 5 (1.1. 20) 式 还 决定 了 当 u,v ,w 构成 右手 系 时 ,该 平行 六 面体 的 体积 为 
IES. 

利用 (1.1.9) 式 与 (1.1. 19) 式 还 可 以 证 明 , 由 三 个 矢量 的 两 两 点 积 所 构成 的 行列 式 等 


oe Ae pe 


a a hee 


于 三 个 矢量 所 构成 的 体积 的 平方 。 即 


uru 


S 
e 


= [uv wl] (1.1. 21) 


u 
VU UU Ve 
w 


weu We 


g 


用 同样 方法 可 以 证 明 


w 
w |= [uvw][w v" w] (1.1. 22) 


F 


u 
yè 
weu wey’ we 
式 中 u,v ,w 和 w ,v ,w 都 是 任意 矢量 。 
例 1.1 利用 矢量 方法 求证 平面 几何 中 的 余弦 定理 
č = a +b — 2abcosC 
证 明 用 矢量 a,b,c 表示 三 角形 的 三 条 边 BC,CA,BA;A,B,C 表示 三 角形 的 三 个 


顶 角 。 则 
c=a+b F 
c’ = c » c = (a + b) » (a+b) b 
B C 


=a-ra+b-b+2a-b a 
= &@ + b’ + 2abcos(x — C) 图 1.4 平面 几何 中 的 余弦 定理 
= a@ + b —2abcosC 
例 1.2 求证 球面 三 角形 中 的 余弦 定理 : 
cosa = cos B cos Y+ sin £ sin 7 cosA 


RP wp,y 分 别 为 大 圆 弧 BC,CA,AB 所 对 应 的 圆心 


角 ,A 为 大 圆 弧 BA 与 CA 所 在 平面 的 夹 角 。 

WA 设 球 心 O 至 半径 为 1 的 球面 上 3 点 ASB, 
C 的 矢 径 为 a,b,c;cosa= 二 b。c,cosPB=a*.c,cosy= 
a*b, 过 AC 大圆 所 在 平面 的 法 向 单位 矢量 为 
(aXc)/sin8, 过 AB 大圆 所 在 平面 的 法 向 单位 矢量 为 
(aX b)/sinY, EM ZM MNRAS A. Be 


(Xb) , (axe) 
siny sing 


cosA = 


图 1.5 球面 三 角形 中 的 余弦 定理 因而 
(aX b) e (aX c) = siny sinf cosA 


W (aXb) * (aXe)=a+ [bX (aXc)]=a + [Cb * ca—(b. a)c] 
=(b + c)(a + a)— (a • c) (b » a) =cosa—cosf cosy 


eens 


故 sinf siny cosA=cosa—cosf cosy 
Bp cosa=cosf cos¥+sinf siny cosA 

Gl 1.3 以 角速度 w 绕 定 轴 转 动 的 刚体 上 每 一 点 都 绕 着 该 轴 做 圆周 运动 ,单位 时 间 
内 转动 的 角度 为 w。 求 用 矢量 又 积 表示 刚体 上 任 一 点 
WA TEE v 。 

解 ”将 坐标 原点 O 设 在 旋转 轴 上 ,由 OO 点 至 了 点 
的 矢 径 r 可 以 描述 刚体 上 任 一 点 P 的 位 置 。 用 矢量 w 
表示 角速度 ,其 大 小 等 于 %, 方 向 沿 旋转 轴 且 与 旋转 方 
向 之 间 满 足 右手 定 则 。P 点 到 定 轴 的 距离 为 a。 

it P 点 作 垂直 于 定 轴 的 平面 ,与 轴 交 点 为 C,; 则 P 
点 做 该 平面 内 绕 C 的 圆周 运动 ,速度 wv 的 方向 为 P 点 
处 沿 该 圆周 的 切线 方向 。 即 


v-o=0, ver=0 (vw | w,vl|r) f 
v 的 大 小 为 wd 图 1.6 绕 定 轴 转 动 的 刚体 
|v | = wrsin = wd 
因此 v=w Xr 


12 ”和 斜 角 直线 坐标 系 的 基 矢 量 与 矢量 分 量 


为 便于 定量 求解 某 个 物理 问题 ,人 们 常 需要 选择 不 同 的 坐标 系 描述 物理 量 及 其 服从 
的 客观 规律 。 除 熟悉 的 笛 卡 儿 坐 标 系 外 ,还 可 以 选择 非 正 交 的 或 非 直线 坐标 系 ; 我 们 将 介 
绍 更 一 般 的 坐标 系 以 及 矢量 与 张 量 的 非 笛 卡 儿 分 量 。 本 节 将 先 介绍 斜 角 直线 坐标 系 。 


1.2.1 平面 内 的 斜 角 直线 坐标 系 


图 1.7 示 出 平面 内 直线 坐标 系 zx! ,x? ,坐标 线 互 不 正 交 , 夹 角 为 CC p<). AM x’ 
与 x? 坐标 线 的 参考 矢量 g1 与 g; (它们 可 以 不 是 单位 矢量 ) , 则 任意 矢量 P 可 以 用 它 对 gi 
与 8 分 解 的 分 矢量 P'g, 与 P’ g, 之 和 表示 : 


2 
P= P'g, + P’g, = >) P'g. = P'g. (1.2.1) 


RP P! 与 Pi 称 为 矢量 了 的 分 量 。 上 式 中 最 后 的 表达 式 省 略 了 求 和 号 , 即 采 用 了 爱 因 斯 
HH (Einstein) K MAE. HP a 称 为 哑 指 标 , 满 足以 下 规则 。 

哑 指 标 规 则 : 

(1) 在 同一 项 中 ,以 一 个 上 指标 与 一 个 下 指标 成 对 地 出 现 ,表示 遍历 其 取 值 范围 求 
和 。 在 本 书 中 ,规定 希 文字 母 指标 (如 ,8 等 ) 用 于 二 维 问题 , 取 值 1 与 2; 而 拉丁 文字 母 指 


Moa OR ay ironies tao 


标 ( 如 i,j 等 ) 用 于 三 维 问题 , 取 值 1,2 ,3。 
(2) 每 一 对 哑 指 标的 字母 可 以 用 相同 取 值 范围 的 另 一 对 字母 任意 代 换 ,其 意义 不 
变 。 如 
P = P'g, = Pg; (1. 2. 1a) 
当选 定 参考 矢量 8 与 g 后 ,用 初等 代数 的 方法 可 以 确定 任意 矢量 的 分 量 P5 P, 
设 引 入 沿 z' 与 MEME LS i, WA 
ei, =i eit, = 1, i +i; =i, e i} = cosp Æ 0 (1. 2. 2a) 
8: = |g li, & = |e li (1. 2. 2b) 
与 笛 卡 儿 坐 标 系 不 同 , 因 g5 8; 不 是 单位 矢量 且 不 正 交 , 故 矢量 了 在 g.(a=1,2) 上 的 投 
影 不 等 于 它 的 分 量 : 
P. i= P'|g,|+ P? |g, | cose 


(1.2.3) ` 


P -i,= P' |g, |cosg+ P? |g, | 
H Pei SP 表述 P' 与 P? 的 表示 式 需 通过 解 联 立 代 数 方程 (1.2.3) 式 得 到 , 显 
然 是 不 方便 的 。 为 此 ,引入 一 对 与 g(a 二 1,2) 对 偶 的 参考 矢量 g*(a==1,2) ,满足 ， 
g egg egi (1. 2. 4a) 
geggi +g =1 (1. 2. 4b) 
上 式 表示 Se PS 8 分 别 互相 正 交 。 而 由 图 1.7 A 与 8 ,8 与 gs 的 夹 角 都 是 锐 
角 , 且 为 r/2 一 2( 当 9 为 锐角 ) 或 8 一 r/2( 当 9 为 钝 角 ) , 故 


Ie |= tas » je lee (1.2.5) 
g: | sing | g: | sing 
称 参考 矢量 g 为 协 变 基 矢量 ,与 其 对 偶 的 参考 矢量 8g8(8=-1,2) 为 道 变 基 矢量 。 它 们 之 间 
所 满足 的 关系 式 (1. 2. 4a,b) 可 以 统一 写成 对 偶 条 件 

g'e ga = 05 (a,B= 1,2) (1. 2. 4) 


@ o< (b) p>Ẹ 


图 1.7 平面 内 的 斜 角 直 线 坐 标 系 


se Seeds 


式 中 68 称 为 Kronecker 0, 其 值 为 
© o fI a = | 
a= Kap (1. 2.6) 
由 (1. 2. 4) 式 可 以 从 协 变 基 矢 量 唯一 地 确定 道 变 基 矢 量 , 反 之 亦 然 。 以 后 对 于 每 个 坐标 系 
都 将 引入 这 两 组 互 为 对 偶 的 基 矢 量 , 并 且 用 下 标 与 上 标 区 别 协 变 与 逆 变 指标 。 利 用 它们 
及 对 偶 关 系 式 (1.2.4) 可 以 方便 地 求 矢 量 的 分 量 , 不 再 需要 求解 方程 组 (1.2.3)。 如 
(1. 2. 1) 式 中 矢量 对 协 变 基 矢 量 g 分 解 的 分 量 P"( 称 为 矢量 己 的 逆 变 分 量 ) : 
P'=P-.g', P=P.g’ 


或 统一 写成 
P=P.g (a=1,2) (1.2.7) 
RE PAM WME gf 分 解 : 
P = Pig'+Pg’ = Pag? (1. 2.8) 


Ps 称 为 矢量 忆 的 协 变 分 量 。 将 上 式 左 右 点 积 协 变 基 矢 量 g。 (a 二 1,2), 并 利用 对 偶 关 系 
(1. 2. 4) 可 以 方便 地 求 得 矢量 的 协 变 分 量 : 
P.g 一 P， (a=1,2) (1.2.9) 

自由 指标 在 (1.2.4),(1.2.7),(1.2.9) 式 中 出 现 的 指标 符号 满足 以 下 规则 , 称 为 自 
由 指标 : l 

(1) 一 个 指标 在 表达 式 的 各 项 中 都 在 同一 水 平 上 出 现 并 且 只 出 现 一 次 ,或 者 全 为 上 . 
标 ,或 者 全 为 下 标 。 表 示 该 表达 式 在 该 自由 指标 的 ” 维 取 值 范围 内 都 成 立 , 即 代表 了 ?个 
表达 式 。 

(2) 一 个 表达 式 中 的 某 个 自由 指标 可 以 全 体 地 换 用 相同 取 值 范围 的 其 它 字 母 ,意义 
不 变 。 

本 小 节 中 定义 的 哑 指 标 、 自 由 指标 及 指标 符号 规则 同样 适用 于 三 维 问题 ,并 且 贯 穿 于 
全 书 。 读 者 应 熟练 掌握 指标 符号 表达 的 公式 与 不 用 指标 符号 表达 的 公式 之 间 的 互 换 

还 应 指出 的 是 ,在 笛 卡 儿 坐标 系 中 , 基 矢 量 是 正 交 标准 化 基 , 一 组 协 变 基 矢量 e 与 对 
应 的 逆 变 基 矢 量 e* 完全 重合 ,不 需要 区 分 上 下 指标 。 些 时 ,并 且 只 有 在 此 时 , 哑 指 标 可 以 
不 分 上 下 。 例 如 在 笛 卡 儿 系 中 可 以 写成 P= Pie. iA WH 9 写成 9. 等。 


1.2.2 ”三维 空间 中 的 斜 角 直线 坐标 系 


1.2.2.1 斜 角 直线 坐标 系 
在 图 1. 8 RAP ABRB A G, ch, SHE A (2, 2’, 2") 表示 。 
zz' 面 为 给 定常 数 的 各 点 的 集合 ,是 互相 平行 的 坐标 平面 ;i 二 1,2,3 时 分 别 为 三 族 平行 的 坐 


a ec esis 


标 平面 ,它们 互相 之 间 是 斜 交 的 。 仅 仅 x! 变 化 ,zx? ,x’ 分 别 取 一 系列 确定 值 的 各 点 的 集合 
是 一 族 互相 平行 的 直线 , 称 为 xc BRR, x? E 
标 线 也 以 同样 的 方法 定义 。 三 族 坐 标 线 是 斜 
交 的 。 

三 维 空间 点 的 位 置 可 以 用 坐标 原点 至 该 点 
的 矢 径 r (rrr) 表示 。 对 于 直线 坐标 系 ,r 
与 坐标 成 线性 关系 : 

© P= Tgi Hg 十 zag = rg, 

(1.2.10) 

上 式 中 gG=1,2,3) 分 别 是 沿 三 个 坐标 线 的 参考 矢量 ,在 直线 坐标 系 中 ,它们 的 大 小 与 
方向 都 不 随 空间 点 的 位 置 变化 。 
1.2.2.2 ” 协 变 基 矢量 
由 《1. 2. 10) 式 求 矢 径 对 坐标 的 微分 


图 1.8 三 维 空间 中 的 斜 角 直线 坐标 系 


des has = gag (1.2.11) 
Ox 
将 矢 径 对 坐标 的 偏 导数 定义 为 协 变 基 矢 量 g; , 称 为 自然 基 矢 量 。 即 
a= 2 (1. 2. 12) 


协 变 基 矢量 的 方向 沿 坐标 线 正 方向 ,其 大 小 等 于 当 坐 标 A 1 单位 增 量 时 两 点 之 间 的 距 
离 。 因 三 个 坐标 线 非 共 面 , 故 
[8i g2 8 ]= gi ° (g2 Xg) #0 
BD g1 ,gz ,8 线性 无 关 。 当 g1 ,gz ,g; 构成 右手 系 时 ,混合 积 为 正 值 , 记 
[gi & g31= Vg (1. 2.13) 
AF g 是 一 个 正 实数 。 
12.23 ” 逆 变 基 矢 量 
定义 一 组 3 个 与 协 变 基 矢 量 g; 互 为 对 偶 的 逆 变 基 矢 量 gi ,满足 对 偶 条 件 ; 
gi egi=ô8} (i,j =1,2,3) (1. 2. 14) 
AH 61(i,j 二 1,2,3) 为 三 维 的 克 罗 内 克 尔 
6, 其 定义 参考 (1. 2. 6) 式 。61 构 成 3X3 的 
单位 矩阵 。 
逆 变 基 矢 量 8 与 协 变 基 矢 量 的 关系 见 
图 1. 9 示 , 其 方向 垂直 于 另 两 个 协 变 基 矢量 
gi(i1 隆 7) ,并 与 g; 有 夹 角 Po p<n/2) ,其 模 为 图 1.9 逆 变 基 矢 量 与 协 变 基 矢 量 的 几何 关系 


EE a a I 2 ct ee TET <i 


Phe 1 
|g |= ET (1. 2. 15) 
今后 可 以 证 明 , 逆 变 基 矢量 gi 实际 上 是 垂直 于 坐标 zx’ 的 等 值 面 ( 即 坐标 面 ) 的 梯度 。 
gi = gradzx’ = Vi (1. 2. 16) 
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道 变 基 矢量 根据 对 偶 条 件 (1. 2. 14) 由 协 变 基 矢量 唯一 地 确定 。 具 体 计 算 方 法 有 以 下 
两 种 : 

法 1 因 gi 垂直 于 g; 与 g;;, 即 g PIF g Xg e gl 二 ags Xgs, 利 用 (1.2.13) 与 
(1.2.14) 式 : 


1=g'+g, =alg: Xg).g =avg 


可 求 得 a。 故 
g= ge Xg) 
g= ge Xg) (1. 2.17) 
g= ze Xg) 
法 2 将 逆 变 基 矢 量 og G=1,2,3 ERREI EE g; 分 解 : 
g=gig, (=1,2,3) (1. 2. 18) 
上 式 中 的 系数 8 构成 3X3 EE, ARA. 2.18) ASK C1. 2.14) Al 
gi e 8 一 8 (i,j = 1,2,3) (1.2.19) 
同样 地 , 协 变 基 矢量 g 也 可 以 对 逆 变 基 矢 量 g 7? 分解: 
gi = 18" (i = 1,2,3) (1. 2. 20) 
AA 
gi* gj = gi (i,j = 1,2,3) (1. 2. 21) 
由 式 (1. 2. 19) 与 式 (1. 2. 21) 还 可 以 证 明 
Ei = gji» gi = g” (1. 2. 22) 


所 以 gyt gS APR 3X3 的 对 称 和 矩阵。 由 对 偶 条 件 易 证 gi 与 g” 的 矩阵 互 逆 , 只 有 6 
个 独立 分 量 : 
Oi=gi*g =gugt g = gg (i,j=1,2,3) (1. 2. 23a) 
上 式 写成 矩阵 形式 为 
Ce’ J= [gy] (1.2. 23b) . 
此 处 ,本 书 中 以 [ JERAR ICR RANTS RAIS. 
已 知 坐标 系 后 ,可 由 (1. 2. 12) 式 求 协 变 基 矢量 g;, 再 由 (1. 2. 21) RK gi. H 


FE A A 


C1. 2. 23b) FOR g” ,最 后 由 (1. 2. 18) 式 求 逆 变 基 矢 量 g:。 称 gs 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 ， 
8 为 度量 张 量 的 逆 变 分 量 。 其 名 称 的 由 来 见 下 节 。 
85 的 行列 式 值 可 由 (1.1. 21) 式 求 得 : 
81°81 81°82 81° 8 
82°81 82°82 g2° Bs 
83° 81 83° 82 §3 ° $3 
由 (1.1. 22) 式 与 对 偶 关 系 (1.2.14) 式 知 : 
= det(g; e gi) 一 [8g & gsj[lg g g | 
如 果 协 变 基 矢量 构成 右手 系 ,[g，g。 g ] 为 正 值 , 则 由 上 式 可 知 


det(gi;) = 一 [gl & g =g (1.2.24) 


1 g2 gs 1 s il l 
二 二 一 一 一 一 一 二 一 一 (1.2.25) 
Lg eB J [8 gz g] Vg 


[ee g’] 也 为 正 值 , 故 gi,g?,g’ 也 构成 右手 系 。 
在 笛 卡 儿 坐标 系 中 ,指标 不 分 上 下 ,有 
gi = g = ò; (i,; = 1,2,3) (1. 2. 26) 
利用 (1. 2. 25) 式 与 对 偶 关 系 (1. 2. 14) 式 ,与 证 明 (1. 2. 17) 式 相 类 似 地 可 得 
gi = Ve(g’ xg) 
g2= Vg(g’ Xg) (1. 2. 27) 
; gs= Vg(g!' X g’) 
1.2.2.5 ”指标 升降 关系 
与 二 维 问题 相同 ,矢量 己 既 可 对 协 变 基 、 又 可 对 逆 变 基 分 解 


P = Pig, = Pg’ (1. 2. 28) 

HA 
P! = P+ gi = Py,g* + g = P,g" (i= 1,2,3) (1. 2. 29a) 
P; = P- g; = Pg, + g; = Pegy G = 15253) (1. 2. 29b) 


(1. 2. 29) 的 两 式 称 为 矢量 分 量 的 指标 升降 关系 。 回 顾 (1. 2. 18) 式 与 (1. 2. 20) 式 ,可 以 发 
现 基 矢 量 也 有 类 似 的 指标 升降 关系 ,而 起 升 指标 作用 的 是 度量 张 量 的 逆 变 分 量 ol ,起 降 
指标 作用 的 是 度量 张 量 的 协 变 分 量 gjo 
利用 指标 升降 关系 可 以 表示 斜 角 直 线 坐 标 系 中 两 个 矢量 的 点 积 : 
U > v = uv; = uv = uvg” = uvg (1. 2. 30) 
以 及 
|? 


|u = wu; = giuiu’ = glu; (1. 2. 31) 


(1. 2. 32) 


cos(u » v) = -42 2 
u| jo] wu; yov 
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1.3 曲线 坐标 系 


1.3.1 曲线 坐标 系 


许多 物理 问题 的 定义 域 常 涉及 曲线 或 曲面 边界 ,为 便于 求解 经 常 引入 曲线 坐标 系 。 

三 维 空间 中 任意 点 P 的 位 置 用 固定 点 O 至 该 点 的 矢 径 7 表示 , 矢 径 > 可 以 由 三 个 独 
WEE r G=1,2,3) ME 

r=r (z, x,2°) (1. 3.1) 

参量 x' 的 选择 要 求 : 在 zx! ,x? SHELCRA SHS 
间 所 有 的 点 能 够 一 一 对 应 ,zx' 就 称 为 曲线 坐标 。 具 体 
表达 时 ,往往 借助 于 一 参考 的 笛 卡 儿 系 二，y,z 及 相应 
的 正 交 标准 化 基 ; j,k, 并 设 其 坐标 原点 取 在 O 点 ,如 
图 1. 10 所 示 。 此 时 ,(1. 3.1) 式 可 写作 : 
r= alc, tit yx ,x TI zr ,x ,x )k 


(1. 3.2) 


图 1.10 曲线 坐标 系 


上 式 还 可 以 写成 分 量 形式 : l 

IË = aë Gig ee Ca) k = 1,2,3 (1.3.3) 
sth x* 表示 笛 卡 儿 坐 标 xz,y,z;x' 表 示 曲 线 坐标 zx! ,zx? ,zx’;k 是 自由 指标 ,本 书 中 括号 里 
自 变 量 的 指标 i 既 非 自由 指标 也 非 哑 指标 ,只 表示 在 其 取 值 范围 内 逐一 取 值 。 曲 线 坐 标 
地 与 空间 点 一 一 对 应 的 条 件 , 即 要 求 函 数 x* (zi) 在 x 的 定义 域内 单 值 、 连 续 光 滑 且 可 道 ; 
换言之 ,应 满足 


(1. 3. 4) 


ss pe [ 22], [25 ] 称 为 Jacobian 矩阵 ,其 行列 式 称 为 
Jacobian 行列 式 。 

在 曲线 坐标 系 中 , 当 一 个 坐标 二 保持 常数 时 ,空间 
各 点 的 集合 构成 的 坐标 面 一 般 是 曲面 ;只 有 一 个 坐标 z 
变化 , 另 两 个 坐标 不 变 的 空间 各 点 的 轨迹 形成 的 坐标 线 
图 1.11 球 从 标 系 《 称 为 过 线 ) 一 般 是 曲线 。 通 过 空间 一 个 点 有 3 根 坐标 
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线 , 不 同 点 处 坐标 线 的 方向 一 一 般 是 变化 的 。 ERO E MRE 
与 坐标 之 间 一 般 不 满足 线性 关系 。 
例如 ,图 1. 11 所 示 球 坐标 系 , 袜 一 刀 一 0, 妇 一 9, 其 中 之 ,了 都 不 是 长 度 的 量 岗 。 矢 
r 的 表达 式 为 
r=c'sinz’cosx*i+ x'sinz’ sinz? j + zlcosz2 天 
. O<2 < 0,0 S t? L r,0 < r? < 21) (1.3.5) 
a! Fe AA OBR so Be e 轴 的 大 圆 (经 线 ) ORE LGR (AR). 


13.2 空间 点 的 局 部 基 矢 量 


与 直线 坐标 系 不 同 , 由 于 以 (1. 3. D 式 表示 的 矢 径 7 与 曲线 坐标 (zx!， 2’, 2°) SH 
常 不 是 线性 关系 ,因此 曲线 坐标 一 般 不 能 写成 矢 径 的 分 量 , 即 此 时 (1. 2. 10) 式 不 成 立 。 那 
么 ,如 何 选择 曲线 坐标 系 中 的 基 矢 量 呢 ?过 空间 任 一 点 PCa, xz? ,zx’) 处 有 3 根 非 共 面 的 
坐标 线 ,研究 当 坐 标 有 微小 的 增 量 时 ,P 点 移 至 其 邻 域内 的 Q 点 ,PQ 之 间 的 线 元 , 即 矢 径 
r 的 增 量 dr 是 一 个 矢量 


dr = 2L dri (1.3.6) 
Ox ~. 


通常 总 是 这 样 选取 任意 点 (zx! ，z? ,x?) AERE g G=1,2,3), ETEA RR 
域内 , 矢 径 的 微分 dr 与 坐标 的 微分 dri (i 二 1,2,3) 满 足 类 似 于 直线 坐标 系 中 的 关系 式 
(1. 2.11), 即 

dr = g;dz' (1. 3.7) 
则 类 似 于 (1. 2.12) 式 , 仍 有 


人 (1. 3. 8) 
ax 


RENE gA HREIG, oo) KNHPEBRARARERE. 显然 
gz 一 1,2,3) 沿 着 也 点 处 3 根 坐 标 线 的 切线 并 指向 zi 增加 的 方向 ,g; 在 空间 每 一 点 处 构 
成 一 组 3 个 非 共 面 的 活动 标 架 , 称 这 个 标 架 为 空间 某 点 处 关于 曲线 坐标 系 Cc, x, 2°) 
的 切 标 架 。 

与 直线 坐标 系 不 同 ， 在 曲线 坐标 系 中 基 矢量 中 不 是 党 矢量， 它们 的 大 小 与 方向 都 随 
空间 点 的 位 置 变化 ,是 一 种 与 所 研究 点 的 坐标 线 相 切 的 局 部 基 矢 量 。 若 已 知 (1. 3. 3) 
式 , 可 给 出 eA ere 


g. = 24 Ziy Ij +k G=1,2,3) (1.3.9) 
仍 以 球 坐 标 系 为 例 ; | 


te 


gı = sinz’cosz*i-+ sinz’ sinz’ j + cosx’ k, |g|=1 
g: = xX! (cosx cosx i + cosz’ sinz? j —sinz’k), |g:|= x! (1. 3.10) 
g: = Zrsinz2 (— sinz*i+ cosx’ j), | g; | = r' sinz? 


从 此 例 可 见 ,3 个 协 变 基 矢 量 中 仅 8: 是 单位 矢量 但 其 方向 随 点 变化 ;8g: 与 8; 大 小 与 方向 都 
随 点 变化 , 且 不 是 无 量 纲 的 ,它们 具有 长 度 的 量 纲 。 
仿照 斜 角 直 线 坐 标 系 的 办 法 ,引入 一 组 与 g; 满 足 对 偶 条 件 (1. 2. 14) 式 的 矢量 g (一 

1,2,3), 称 为 逆 变 基 矢 量 。 此 时 , 斜 角 直线 坐标 系 中 的 全 部 相应 公式 (1. 2. 11) 一 
(1.2.25),(1. 2. 27) ~ (1. 2. 32) 式 都 可 适用 于 曲线 坐标 系 , 只 需 将 g;: (c', x? 2°) 与 
g(a, to) 都 看 成 空间 每 一 点 处 的 局 部 标 架 即 可 。 由 《〈1. 3. 9) 式 易 证 明 (1. 2. 16) 式 ， 
即 逆 变 基 矢 量 是 坐标 面 的 梯度 : 

Vai = gradz’ = i 十 a 
利用 上 式 及 (1. 3.9) 式 ,并 将 笛 卡 儿 坐 标 表 示 成 

[x* ]= (a! x” 2") = (x,y,z) 


ie vv PEJ] [0 


j 十 2 


即 两 者 满足 对 偶 关 系 : 
gi e Vai = 63 G,j = 1,2,3) 
故 证 得 gi=V ri (j=1,2,3) 
任何 作为 物理 量 的 矢量 P 总 是 作用 于 茶点 或 与 某 点 相 联 系 。 在 曲线 坐标 系 中 ,任何 
矢量 的 分 解 都 仍 采 用 (1. 2. 28) 式 ,所 不 同 的 只 是 不 存在 两 组 常 基 矢量 ,而 是 对 每 一 个 作用 
点 处 的 两 组 局 部 基 矢 量 进行 分 解 。 
线 元 dr 也 是 矢量 ,也 可 对 逆 变 基 矢 量 分 解 : 


dr = drig; = dzig (1. 3. 7a) 
注意 此 处 dz; 只 表示 dr 的 协 变 分 量 , 它 与 坐标 的 微分 dz 之 间 满 足 指标 升降 关系 : 
dz; = ij dz (1. 3. 11) 


上 式 只 有 当 gu, x, ) 满 足 使 gi dz 成 为 全 微分 的 条 件 时 , 才 是 可 积 的 。 这 个 条 件 一 
般 是 不 能 满足 的 , 即 函 数 c, a) 不 存在 ,因而 不 能 将 dzi 误 认为 是 “坐标 zx; 的 
微分 ”。 

(1. 3. 8) 式 表示 的 自然 基 矢 量 只 是 协 变 基 的 一 种 最 方便 的 取 法 ,但 不 是 唯一 的 取 法 
( 见 第 4 章 )。 


1.3.3 正 交 曲线 坐标 系 与 Lamé 常数 
x! ,x,t' 举 标 线 处 处 正 交 的 坐标 系 称 为 正 交 曲线 坐标 系 。 在 正 交 系 中 


人 


&ij 一 0， gi =0 MiFl, i,j = 1,2,3 
度量 张 量 2,5 8 构成 的 矩阵 为 对 角 阵 ,8 与 g: 共 线 。 线 元 dr 的 长 度 平方 为 


ds’ 一 dr dr = gy (da!)? + gz (dx? )? + gz (dr? )? (1. 3.12) 
定义 Lamé 常数 A;(i1=1,2,3) : 
A, = Vgn Az = Vg A; = y 233 (1. 3. 13) 
4, 的 物理 意义 是 坐标 <: 有 单位 增 量 时 弧 长 的 增 量 。(1. 3. 12) 式 可 改写 为 
ds’ = (Aidzl)2 十 (Adz2)2 十 (Aidz3)3 (1. 3. 12a) 


上 式 也 可 以 作为 求 正 交 系 中 度量 张 量 的 一 种 方法 , 即 由 几何 方法 给 出 矢 径 的 微分 与 坐标 
的 微分 之 间 的 关系 式 (1. 3. 12a) ,从 而 确定 A, ,再 由 4, 根据 (1. 3. 13) 式 确定 度量 张 量 的 协 
变 分 量 。 如 前 述 球 坐 标 系 的 例子 中 A =1,A,=2',A,=2' sing’ ,读者 可 以 从 图 1. 11 中 
方便 地 找到 几何 解释 。 

Lame 常数 的 定义 式 (1. 3. 13) 在 非 正 交 系 中 也 成 立 , 但 此 时 (1. 3. 12a) 式 不 成 立 。 


1.4 坐标 转换 


描述 同一 空间 的 物理 问题 ,可 以 根据 需要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 , 同 一 个 物理 量 ( 例 
如 : 矢量 ) 在 不 同 坐 标 系 中 往往 以 不 同 的 分 量 加 以 定量 描述 。 那 么 同一 个 物理 量 的 这 些 
不 同 分 量 相互 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

设 有 一 组 老 坐 标 系 x' 及 一 组 新 坐标 系 x’ ,它们 之 间 的 函数 关系 为 x(x") xz’ a), 
并 满足 (1. 3. 4) 式 所 给 出 的 雅 可 比 行列 式 不 为 零 的 条 件 。 以 下 的 叙述 中 带 “” 的 符号 表示 
属于 新 坐标 系 过 ,不 带 “” 的 符号 表示 属于 老 坐 标 系 x'。 


1.4.1 基 矢 量 的 转换 关系 


新 老 坐 标 系 各 自 有 协 变 基 与 逆 变 基 矢 量 , 它 们 各 自分 别 满足 对 偶 条 件 (1. 2. 14) 式 。 
将 新 坐标 系 的 基 矢 量 对 老 坐 标 系 基 矢 量 分 解 ,有 
g: = big; (i =1,2,3) <- (1.4.1) 
g =Bigi G =1,2,3) (1. 4. 2) 
上 两 式 中 ,87 称 为 协 变 转换 系数 ,8; 称 为 逆 变 转换 系数 ,各 有 9 个 ,可 各 自 排列 成 3X3 E 
BE. Bb RR RAR B; 与 8; 并 不 独立 ,这 是 由 于 协 变 基 与 逆 变 基 矢 量 之 间 必 须 满 足 对 
偶 条 件 : 
r= gr +g’ = Big. + Big! =pipidt = BEBI (i,j’ =1,2,3) (1.4.3) 
上 式 表 示 协 、 逆 转换 系数 组 成 的 矩阵 互 逆 , 即 


By By pr By BY 0 0 
= f By i r 2 B 1 0 (1. 4. 3a) 
y BY BJB: BE BF 0 1 
老 坐 标 系 的 协 变 基 矢 量 对 新 坐标 系 的 协 变 基 矢量 分 解 ,也 应 有 9 个 转换 系数 qi; : 

8 一 ai8gy (=1,2,3) | 
将 上 式 左右 点 积 g ,利用 对 偶 条 件 : 
geg = atge eg = af =ai (j,i = 1,2,3) 
又 将 上 式 左 端的 g' 利 用 (1. 4. DARRA: 
全 12,3) 
所 以 ,ai =P; ,得 到 


g; = Big: G = 1,2,3) (1.4.4) 
同 理 还 可 以 证 得 
gi=Bigi (jf =1,2,3) (1.4.5) 
HA 
di= g: + g = PË gy + Big’ = BIB Or = BBY (1. 4. 6) 
上 式 表示 协 变 与 逆 变 转换 系数 的 另 一 种 矩阵 互 逆 关系 : 
pi Bi BY] BY BY 1 0 0 
r 2 P? r Bi Bel=|0 1 | (1. 4. 6a) 
2 BS BIB Be BF 0 0 1 


(1.4.1) 一 (1.4.6) 式 说 明 , 新 老 坐标 系 的 协 变 基 与 逆 变 基 矢 量 之 间 共 有 18 个 坐标 转换 系 
数 8* 与 8; ,它们 相互 之 间 满 足 矩 阵 互 逆 关系 ,独立 的 只 有 9 个 。 


1.4.2 ” 协 变 与 逆 变 转换 系数 


由 新 、 老 坐标 之 间 的 函数 关系 与 自然 基 矢 量 的 定义 式 (1. 3. 8) 可 以 求 得 协 变 与 逆 变 转 
换 系 数 。 矢 径 r 可 以 看 作 复 合 函 数 r(zi(zx’)), 利 用 复合 函数 求 导 规则 ，: 


_ ar _ ar gr _ ax sae eas 


= oot = ae ag = att! 
MAC. 4. 1) 式 给 出 了 协 变 转换 系数 B87 的 定义 , 故 
人 (1.4.7) 
$ axr’ 
同 理 可 证 
ee Ore 923) (1. 4. 8) 
了 dz! 


EZ DES RRA HET BRET HO. A. 4. 2) 式 


pe oar. mn 


ge =i Gi =1,2,3) 


143 矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 


矢量 w 可 以 在 不 同 的 坐标 系 中 对 不 同 的 基 矢 量 分 解 ,在 新 、 老 坐标 系 中 对 逆 变 基 分 
解 ,得 到 同一 矢量 的 不 同 协 变 分 量 ; 或 者 对 协 变 基 分 解 ,得 到 同一 矢量 不 同 的 逆 变 分 量 。 
这 些 分 量 虽 不 相同 ,但 分 矢量 的 矢量 和 不 应 随 坐 标 不 同 而 变化 。 即 
v= wg” = vg’ (1. 4.9) 
或 
v= v gr = vig; (1. 4. 10) 
不 同 坐标 系 中 矢量 分 量 之 间 所 满足 的 关系 可 由 基 矢 量 的 转换 关系 确定 。 将 (1.4.5) 
式 代 入 (1.4.9) 式 , 则 


Ur § ae vB ig i 
以 gr 点 积 上 式 左右 两 边 得 
wy = wg” + gy = vBig’ + gy = Biv; (k’ = 1,2,3) (1. 4.11) 
同 理 ,由 (1. 4. 10) 式 与 (1. 4. 4) 式 可 证 
v =fivi Gi’ = 1,2,3) (1. 4. 12) 
将 (1.4.2) 式 代入 (1.4.9) 式 左 端 ,或 者 将 (1. 4.1) 式 代入 (1. 4.10) 式 左 端 ,还 可 证 得 
v= Biv (1. 4. 13) 
vi= piv" — (1.4.14) 


APEC CL. 4. 11) 式 与 (1.4.1) 式 ,可 知 矢量 的 协 变 分 量 与 协 变 基 矢 量 以 同一 组 协 变 转换 系 
数 6? 进行 坐标 转换 ,今后 将 以 这 种 方式 转换 的 量 称 为 协 变量 。 又 对 比 (1. 4. 12) 式 与 
(1.4.2) 式 ,可 知 矢量 的 送 变 分 量 与 逆 变 基 矢 量 以 同一 组 逆 变 转换 系数 8' 进行 坐标 转换 ， 
今后 将 以 这 种 方式 转换 的 量 称 为 逆 变 量 。 


1.4.4 度量 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 
由 度量 张 量 分 量 gi; 与 g5 的 定义 (1. 2. 21) 式 与 (1. 2. 19) 式 以 及 基 矢 量 的 转换 关系 
可 以 方便 地 给 出 度量 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 如 
Ery = gr* 8y = Piga Bye. 一 BE Gj =1,2,3) (1.4.15) 
同 理 还 可 证 得 
gis Bi Bi gt Gj’ = 1,2,3) (1.4.16) 
gu = PiP gew (inf =1,2,3) (1.4.17) 
gi=ByBig™ i,j =1,2,3) (1. 4. 18) 


Pe a Aen te a) 


通常 如 果 给 出 任意 曲线 坐标 ro oo SA RILB zc = 2,2" =y, 2° =z 的 关系 


zx Co!) ,就 可 以 方便 地 得 到 坐标 转换 系数 8“ 二 9zx* /3xi。 又 如 式 (1. 2.26) fram. FILA 
的 度量 张 量 分 量 就 是 v ,于 是 曲线 坐标 的 度量 张 量 分 量 易于 根据 (1. 4. 17) 式 用 坐标 转 


换 系数 表示 : 


2 


(5) 


ax an 
e= m = (25)(85)+ (BB (BUS 
a-e- (5S BB BUS 
n= (5) +(BY +) 
eo (35)(25)+ BEHANG) 
e= (35) +(BY'+ (85) 


15 并 矢 与 并 矢 式 


1.5.1 并 矢 


C. 4. 19) 


任意 两 个 矢量 a Alb 并 写 在 一 起 ;ab 称 为 并 矢 , 也 称 为 两 个 矢量 的 张 量 积 ?。 为 什么 


要 引入 并 矢 这 个 概念 呢 ? 这 是 因为 许多 物理 与 力学 问题 难以 
简单 地 用 矢量 来 表示 , 现 举 一 例 说 明 。 

例 1.4 一 变形 物体 在 外 力作 用 下 其 各 部 分 间 有 内 力 相 互 
作用 。 为 研究 其 内 力 ,将 该 物体 沿 某 个 截面 切 开 , 截 面 的 法 向 
单位 矢量 为 n, 如 图 1. 12 所 示 。 在 截面 上 某 一 点 单位 面积 上 作 
用 的 力 矢量 为 1。f 不 仅 与 物体 的 内 力 状态 有 关 , 还 与 所 切 截 
面 的 方向 n 有 关 。 一 般 来 说 Gn 不 共 线 ,其 夹 角 是 任意 的 ; 


要 描述 S 对 截面 的 拉 伸 作用 ,就 必须 考虑 有 对 n 的 投影 矢量 ， 图 1.12 变形 体 中 的 应 力 


用 Proj,f RI: 
Proj, = (f-nn=n(n- f) 


上 式 在 数学 上 可 以 解释 为 , SEn 上 的 投影 矢量 等 于 算 子 Proj, 对 矢量 Sf 做 了 一 个 变换 。 


如 果 有 另 一 个 力 矢量 p 作用 在 该 点 ,那么 


O 有 的 文献 用 aOb 表示 并 矢 。 本 书 中 “并 乘 ”( 或 “ 张 量 乘 ”符号 @ 一 律 省 去 。 


sd E 


EE AA ee 


Proj,p = (p> n)n = n(n ° p) 


Proj, (af +bp)= n(n » af +n » bp) 
=an(n » f)+bn(n » p) = aProj f + bProj,p 
所 以 求 投影 矢量 的 算 子 Proj, 是 一 个 线性 算 子 ,相当 于 对 所 作用 的 矢量 做 了 某 种 线性 
变换 。 我 们 给 出 以 下 符号 ,将 矢量 n 与 4 并 写 在 一 起 , 记 作 nn, 则 
记 作 ，， ef 


Proj,f = (fs prs onn=n(ne f) 
并 且 定义 并 矢 对 于 任 一 矢量 的 点 积 满足 以 下 规则 
fenn=(fenn 
nn» f=n(n- f) 
一 般 地 ,定义 矢量 a 与 b 的 并 矢 为 ab ,并 与 任意 矢量 S 之 间 的 点 积 满足 以 下 规则 ， 
f(ab)= (ff .ab 
(ab). f=a(b. f) (1.5.1) 
可 以 证 明 (1. 5. 1) 式 所 表示 的 变换 也 是 线性 的 , 即 
(mf + np) » (ab) = mf + (ab) + np + (ab) 
(ab) + (mf +np) = m(ab) + f+n(ab) + p . (1.5, 2) 
所 以 并 矢 表示 一 种 进行 线性 变换 的 算 子 。 
矢量 a,b 可 以 用 它们 的 分 量 表示 ,各 自 构成 一 个 3X1 的 矩阵 。 例 如 在 笛 卡 儿 系 中 ， 
La ]=(ai,a2,a3)" 以 及 [bj] 二 (6b1,bs,b3)7,， 并 矢 可 以 用 下 列 3X3 的 矩阵 来 表示 其 分 


量 。 即 
aid, aib? aibs 
Lab |= 区 azb: azbs 
30 ab? azb; 
显然 矩阵 (1. 5. 3) 式 作用 于 矢量 分 量 所 表示 的 线性 变换 与 (1. 5. 1) 式 表示 的 线性 变换 是 完 
全 等 价 的 。(1. 5. 3) 式 所 表示 的 运算 称 为 并 乘 运算 。 
此 外 ,还 可 以 定义 多 于 两 个 矢量 的 并 矢 , 称 为 多 并 矢 。 如 abc ,abcd 等 ,分 别称 为 三 阶 
与 四 阶 并 矢 。 | 
几 个 并 矢 的 线性 组 合 称 为 并 矢 式 。 例 如 TV ab tT? ab +T a,b, AMIE 
的 线性 组 合 称 为 多 并 矢 式 。 
除 交换 律 外 ,并 矢 服从 初等 代数 的 运算 规律 . 
结合 m(ab) =(ma)b=a(mb)=mab 
l (ab)c=a(be) =abc (1.5.4) 
(ma) (nb) = (mn) (ab) 


(1.5. 3) 


ee ees 


分 配 律 a(b+c)=ab+ac 
(a+b)c=ac+be (1.5.5) 
m(ab+cd)=mab+mcd 
(a+b) (c+d)=ac+ad-+ be+ bd 
由 (1. 5.1) 式 可 知 , 交 换 律 不 再 适用 
ab Æ ba f (1. 5. 6a) 
所 以 并 矢 中 各 矢量 的 排列 顺序 不 能 随意 调换 。 今 定义 : FR ab 的 转 置 为 ba; 反 之 
亦 然 , 即 


(ab) = ba 或 (ba) = ab (1.5. 6b) 
KA ”两 个 相同 的 并 矢 可 以 求 和 ,而 求 和 时 服从 交换 律 。 例 如 : 
2ab + 3ab = 3ab + 2ab = 5 ab (1.5. 7) 


FE 1 1(ab) =ab (1.5. 8) 


1.5.2 att 


在 并 矢 中 , 若 取 某 两 个 矢量 进行 点 积 , 称 为 缩 并 。 每 缩 并 一 次 ,并 矢 的 阶 数 降 低 两 阶 。 
例如 ,四 阶 并 矢 abed 的 缩 并 可 以 有 
a+ bcd= (a> b)cd 
ab -cd= (b+ c)ad 


abe «d= (c+ d)ab (1.5.9) 


ahed = (a's d)be 
等 多 种 形式 。 以 上 各 式 右 端 括 号 内 的 点 积 是 一 个 数 , 所 以 它们 降 为 二 阶 并 矢 。 二 阶 并 矢 
缩 并 后 就 成 为 一 个 数 , 数 可 视 为 零 阶 并 矢 。 


153 ”并 矢 的 点 积 与 双 点 积 


两 个 并 矢 的 点 积 是 指 将 它们 相 邻 的 两 个 矢量 进行 缩 并 。 例 如 : 
us (ab) = (u » a)b 
Cab) » u = (b »• wa 
(ab) + (cd) = (b+ c)ad 
(cd) + (ab) = (d+ a)cb 
由 此 可 见 , 并 矢 点 积 的 次 序 是 不 可 交换 的 , 即 
(ab) -uf~u-. (ab) 
(ced) » (ab) Æ (ab) « (ed) 


(1.5.10) 


AQ, 


因为 进行 缩 并 的 两 个 相 邻 矢量 改变 了 。 比 较 (1. 5. 10) 第 3 式 和 (1. 5. 9) 第 2 式 可 知 : 


(ab) + (cd) = ab .cd a. 5.11) 
两 个 并 矢 的 双 点 积 是 指 把 它们 最 邻近 的 4 个 矢量 两 两 缩 并 。 有 两 种 双 点 积 的 形式 ， 
并 联 式 ab : cd=(a* c)(b. qd) (1.5.12) 
即 按 ( 前 … 前)( 后 。 后 ) 的 形式 进行 两 两 缩 并 。 
串联 式 ab +» cd=(b*c)(a*d) (1. 5. 13) 
即 按 ( 内 。 内 )( 外 。 外 ) 的 形式 进行 两 两 缩 并 。 两 个 二 阶 并 矢 的 双 点 积 为 一 个 数 。 


1.5.4 并 矢 的 相等 


选任 意 3 个 线性 无 关 ( 即 非 共 面 ) 的 基 矢 量 a, a, Alas, Ru Mv 的 分 解 式 为 : 

Uu 二 wai,v 二 via;。 若 W =v ,就 有 uia; 二 via;, 由 于 a; 线 性 无 关 , 必 要 求 
ui= vi (1.5.14) 
这 就 是 说 , 若 两 个 矢量 相等 , 则 它们 的 分 量 必 一 一 对 应 相等 。 

对 于 二 阶 并 矢量 ,再 引进 一 组 线性 无 关 的 基 矢 量 b,b 和 b (这 组 基 矢 量 与 前 一 组 基 
矢量 可 以 是 同一 组 ,也 可 以 是 在 不 同 空间 中 的 不 同 的 基 矢 量 )。 这 时 ,并 矢 T= AB 可 
Bm: 

= (A‘a;) (Bib,) = A‘Bia;b; = Tiia,b, (1.5.15) 
其 中 
Tä = AiBi (i,7 = 1,2,3) (1.5. 16) 
EHR Ti 9 个 分 量 ,(1. 5. 16) 式 所 表示 的 矢量 分 量 的 运算 称 为 并 乘 , 而 ab; 是 9 个 线 
性 无 关 的 二 阶 并 基 。 任 何 并 矢 式 了 也 都 可 以 写成 (1. 5. 15) 式 最 右 端 的 形式 。 同 样 另 一 
个 并 矢 ( 或 并 矢 式 )S 可 分 解 : 
S = Siab, (1.5.17) 
于 是 , 阁 并 矢 ( 或 并 矢 式 )T==S, 就 有 Tia;b, = 二 Sia;b;。 由 于 9 个 并 基 ab, 线性 无 关 , 必 
BER | 
TË = Si G, j = 1,2,3) (1.5. 18) 
即 车 两 个 二 阶 并 矢 ( 或 并 矢 式 ) 相 等 , 则 它们 对 于 同一 组 并 基 分 解 所 得 到 的 9 个 分 量 必 一 
一 对 应 相等 。 

依次 类 推 , 设 矢量 ci ,cz ,cs 线 性 无 关 , 若 三 阶 并 矢 ( 或 并 矢 式 )T=ABC 一 Titqibjc。 和 

S=S"*‘a,bjc, 相等 , 则 其 27 个 分 量 必 一 一 对 应 相等 , 即 
了 六 一 Si 一 ABC (i,j,k = 1,2,3) (1.5.19) 
TERE A,B,C 的 分 量 A: ,Bi ,C* 并 乘 的 结果 ,abic 是 27 个 线性 无 关 的 三 阶 并 基 。 


Oe ae ls 


16 张 量 的 基本 概念 


1.6.1 矢量 的 分 量 表示 法 与 实体 表示 法 


在 阐明 张 量 的 概念 之 前 ,作为 张 量 的 一 个 特例 ,本 节 先 重新 闻 述 一 下 矢量 的 定义 。 在 
1.1 节 中 ,已 经 给 出 了 矢量 v 作为 一 个 实体 的 定义 ,从 而 得 到 : 在 三 维 空间 的 每 一 点 处 ,vw 
可 以 按 该 点 处 的 基 矢 量 ( 协 变 基 或 逆 变 基 ) 分 解 为 三 个 分 量 ( 逆 变 分 量 vi 或 协 变 分 量 v;)， 
在 同一 坐标 系 中 , 协 变 分 量 与 逆 变 分 量 互 不 独立 ,以 该 坐标 系 的 度量 张 量 分 量 升降 指标 
( 见 (1.2.29) 式 ) ;如 果 选 择 其 它 坐 标 系 ,同一 矢量 将 具有 不 同 的 分 量 ,但 新 老 坐 标 系 的 矢 
量 分 量 可 以 通过 坐标 转换 关系 《1.4.11)~(1. 4. 14) 式 互 导 。 所 以 一 旦 给 定 一 个 矢量 在 
某 一 坐标 系 中 的 任何 一 组 分 量 , 这 个 矢量 就 完全 确定 了 。 由 此 可 见 , 矢 量 和 它 的 任 一 组 
《3 个) 分量 是 完全 等 价 的 .下 面 用 分 量 的 观点 定义 矢量 。 

如 果 在 三 维 空间 中 任意 点 处 的 物理 量 可 以 用 3 个 有 序数 v( 或 男 3 个 有 序数 vi) 的 集 
合 表示 , 且 当 坐标 转换 时 ,它们 在 新 坐标 系 中 按 以 下 转换 关系 转换 为 男 一 组 3 个 有 序数 的 
RE: 


协 变 转 换 关 系 v=o =n; (1. 6. 1a) 
逆 变 转换 关系 of =p v =e (1.6. 1b) 


则 上 述 v: G=1,2,3) R v G=1,2,3) FHRAKREH PEA RNUED ER ,该 物理 量 称 
为 矢量 ,并 用 黑体 字 记 作 v. 
(1. 6. 1a,b) 式 给 出 的 按 分 量 定义 的 矢量 与 前 述 关 于 矢量 实体 的 定义 是 可 以 互 导 的 。 
在 节 1.4 中 ,我 们 已 从 矢量 是 一 个 用 其 大 小 与 方向 描述 的 实体 
v= wg’ = vg! (1. 6. 2a) 
v = vg: = vig; (1. 6. 2b) 
导 得 了 (1. 6. 1a,b) 式 ;反之 ,也 可 以 从 矢量 分 量 的 定义 式 (1. 6. la,b) 以 及 基 矢 量 的 转换 关 
系 (1.4.1),(1.4.2) 导 得 (1. 6. 2a,b) 式 。 例 如 : 
vg" = Piopi g = Olivjg” = vjg’ 
在 连续 介质 力学 中 ,位 移 、 速 度 、 力 等 物理 量 都 是 矢量 ;在 传 热学 中 ,热流 密度 是 矢量 ; 
在 电磁 学 中 ,电场 强度 、 磁 场 强度 等 是 矢量 。 也 可 以 举 出 不 是 矢量 的 数 的 集合 。 例 如 ,一 
组 与 速度 矢量 vw 有关 的 数 的 集合 : 


— „l 
ua = vV 


ua = |v |= Vv. v 


了 


当 坐 标 转换 时 ;uz) 不 随 坐 标 转换 而 变化 ,而 way 与 U3) 也 不 按照 张 量 分 量 的 规律 随 坐 标 转 
换 而 变化 , 故 这 组 数 的 集合 不 是 矢量 。 
矢量 的 某 些 基本 运算 公式 可 表示 如 下 。 


d) 矢量 相等 
若 两 个 矢量 在 同一 坐标 系 中 的 对 应 分 量 两 两 相等 , 即 
w= 二 v 或 w=v G=1,2,3) (1. 6. 3a) 
则 这 两 个 矢量 相等 。 或 用 实体 表示 法 记 为 
u= v (1. 6. 3b) 


E FENE m — Ab hos RP RAA A BS PF BEE A BT LAR SE DODE HE 
( 协 ) 变 分 量 必 相 等 。 此 外 ,由 于 某 个 坐标 系 中 两 个 相等 的 矢量 的 分 量 服 从 相同 的 坐标 转 
换 关系 ,所 以 转换 到 任何 新 坐标 系 中 后 ,它们 仍 保持 相等 。 

若 一 个 矢量 在 某 个 坐标 系 中 的 全 部 分 量 都 为 零 , 即 


vi 二 0 或 v= 二 0 Gi = 1,2,3) (1. 6. 4a) 
则 称 为 零 矢 量 , 它 在 任意 其 它 坐 标 系 中 的 分 量 也 全 部 为 零 。 记 作 


v=0 (1. 6. 4b) 
(2) 矢量 相 加 l 
若 将 两 个 矢量 在 同一 坐标 系 中 的 同一 种 分 量 , 例 如 wi 与 vi 一 一 对 应 相 加 , 则 得 一 组 
新 的 矢量 分 量 w . 
utd = u (i = 1,2,3) (1. 6. 5a) 


且 上 述 和 式 在 任意 其 它 坐 标 系 中 均 成 立 。 用 实体 表示 法 记 作 
utv=w (1. 6. 5b) 


(3) 标量 乘 以 矢量 

设 & 二 k(x zz) 是 一 个 标量 , 即 它 的 值 可 以 因 点 而 异 , 但 不 随 坐 标 转换 而 变化 。 
例如 ,温度 、 和 密度、 能 量 \ 压 力 等 物理 量 都 是 标量 。 将 矢量 u 在 某 一 坐标 系 中 的 某 一 种 分 
量 , 例 如 ww, 均 乘 以 , 则 得 到 一 组 新 的 矢量 分 量 w 


kui = u’ (i = 1,2,3) (1. 6. 6a) 
且 上 式 在 任意 其 它 坐标 系 中 均 成 立 。 用 实体 表示 法 记 作 


ku =w (1. 6. 6b) 
(4) 矢量 与 矢量 的 点 积 
矢量 w 与 v; 的 点 积 了 是 一 个 标量 , 它 不 随 坐标 转换 而 改变 。 即 
wv; = wv: = f (1. 6. 7a) 
AFA. 4.10) ~ (1.4. 1D RAC. 4.60), ER ATER OF: 


人 


ui vy = (Piu) (Bivi) = Bi Biuty; 
= diutv; = uv; 
升降 指标 后 矢量 的 点 积 也 可 写作 另 一 种 形式 ， 
uv; = ULU; = gu = uv (1. 6. 8) 
用 实体 表示 法 可 记 为 ae 
urcv=f (1. 6. 7b) 


上 述 (1.6.3) 一 (1.6.7) 的 (a,b) 两 式 分 别 为 分 量 记 法 与 实体 记 法 ,它们 可 以 互 导 ,是 
完全 等 价 的 。 


16.2 ” 张 量 的 定义 与 两 种 表示 法 


与 矢量 相 类 似 , 定 义 由 若干 当 坐 标 系 改 变 时 满足 1. 4 节 所 述 坐标 转换 关系 的 有 序数 
组 成 的 集合 为 张 量 。 例 如 一 个 由 9 个 有 序数 组 成 的 集合 TO, j) (i,j= 二 1,2,3), 在 坐标 变 
换 时 ,这 组 数 按照 以 下 坐标 转换 关系 而 变化 : 

Tj) =P BITR, D j = 1,2,3) (1.6.9) 

则 这 组 有 序数 的 集合 就 是 张 量 。 上 例 中 当 坐 标 转换 时 ,新 坐标 系 中 Tj BHEDH 
APA T(k,) 乘 两 次 逆 变 转换 系数 得 到 的 , 故 称 T(i,j) 是 二 阶 张 量 的 逆 变 分 量 , 记 作 
T5, 式 (1.6.9) 中 自由 指标 的 个 数 与 所 乘坐 标 转换 系数 的 次 数 一 致 , 称 为 张 量 的 阶 数 。 例 
如 TT* 是 三 阶 张 量 ,T” 是 二 阶 张 量 ,矢量 是 一 阶 张 量 而 标量 是 零 阶 张 量 。 在 n 维 空间 中 ， 
m 阶 张 量 应 是 n” 个 数 的 集合 。 

今后 以 指标 的 上 、 下 分 别 表示 张 量 分 量 的 逆 变 或 协 变性 质 , 若 坐标 转换 时 张 量 分 量 所 
乘 的 都 是 逆 变 (或 协 变 ) 转 换 系 数 , 则 称 为 张 量 的 逆 变 (或 协 变 ) 分 量 , 用 上 标 ( 或 下 标 ) 加 以 
标识 , 记 作 TI (或 Tu ) 。 若 改变 坐标 时 张 量 分 量 所 乘 的 既 有 闭 变 .又 有 协 变 转 换 系 数 , 则 
按照 对 应 转换 系数 的 逆 、. 协 变性 质 ,分 别 标识 分 量 指标 的 上 或 下 , 称 为 张 量 的 混 变 (或 混 
合 ) 分 量 , 如 工 :; 表 示 前 指标 按 逆 变 、 后 指标 按 协 变 方 式 转换 。 此 处 为 确切 表示 指标 的 前 
后 顺序 ,在 上 下 指标 的 空位 处 用 小 圆 点 标识 ,并 应 特别 注意 指标 顺序 不 能 任意 调换 , 即 一 
般 说 来 TIAT,. 

同一 个 坐标 系 内 , 张 量 的 逆 变 、 协 变 、 混 变 分 量 之 间 应 满足 (1. 2. 29) 式 所 示 的 指标 升 
降 关系 。m 阶 张 量 可 以 有 2” 种 分 量 的 集合 。 

显然 ,(1.5.16)、(1.5.19) 式 所 示 n 维 空间 中 个 矢量 分 量 进行 并 乘 运算 所 得 到 n” 
个 数 的 集合 可 构成 mm 阶 张 量 。 例 如 ,T=wivjw*(i,j,k& 二 1,2,3) 是 三 维 空间 中 3 个 矢量 
分 量 进行 并 乘 运 算得 到 的 一 组 27 个 有 序数 的 集合 , 当 改 变 坐标 系 时 , 它 满足 张 量 分 量 的 
坐标 转换 关系 : 

人 
与 矢量 相 类 似 , 张 量 也 有 两 种 等 价 的 表示 方法 。 
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1.6.2.1 张 量 的 分 量 表示 法 
在 三 维 空间 中 存在 着 若干 组 数 的 集合 TY, To Ti TIRE T, Ty TY, 
Tj。，"…( 每 组 数 的 数值 均 可 因 点 而 异 ) ,在 同一 坐标 系 内 ,在 空间 每 一 点 处 各 组 数 之 间 均 
满足 升降 关系 ,例如 : 
T Se g”giT, eT eS giTi, 


Ti; = Erg T" = g, T= pede? 
j = 88; Birt 5 = Bj (1. 6. 10) 
Cisj — 1,2,3) 
或 者 
了 和 一 2887T = gT = gighT = 
Ti; = Sir¥ js fo Be ‘Ti = js T= ae 
jt = BrE pBh Bul ij = BiBk (1.6.11) 


(i,j,k = 1,2,3) 
由 上 式 可 以 看 出 ,对 于 每 一 个 要 求 下 降 的 指标 , 需 利 用 度量 张 量 的 协 变 分 量 g 作 一 
次 线性 变换 ;对 于 每 一 个 要 求 上 升 的 指标 , 需 利 用 度量 张 量 的 逆 变 分 量 g53 作 一 次 线性 变 
换 。 而 T5,T; ,TT.; ,Ti 只 是 同一 个 物理 量 ( 张 量 ) 的 不 同类 型 的 分 量 的 集合 。 
当 坐 标 系 变换 时 ,这 几 组 数 相 应 地 转换 为 也 ,Ty Ts TP RETO ,Tw T, 
Te oti 
它们 之 间 应 满足 坐标 转换 关系 : 
T = B BIT” (二 重 逆 变 ) 
Try = PB; T» CEHE) 
T = P BTh ( 混 变 ) (1.6.12) 
T7 = BBT? ( 混 变 ) 
Gj = 1,2,3) 
或 者 
Lesa pee rs GEWE) 
Taw = ByB BuT re (三 重 协 变 ) 
下 人 ( 混 变 ) 
T‘ w = BB BT ( 混 变 ) 


(1. 6. 13) 


Gj = 1 ,2 ,3’) 
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满足 (1. 6. 12) 式 或 (1. 6. 13) 式 的 数 的 集合 称 为 张 量 。 每 个 数 TR T; MT KH 
张 量 的 逆 变 ( 或 协 变 RENE. 
16.22 ” 张 量 的 实体 表示 法 (并 矢 表示 法 ) 
与 矢量 相 类 似 ,也 可 以 将 张 量 看 作 一 个 实体 ,即将 张 量 表示 成 各 个 分 量 与 基 矢 量 的 组 
合 。 如 在 同一 个 坐标 系 内 ,二 阶 张 量 可 以 表示 为 
T = T” gig; = Tig'g’ = Tiggi = Trgig; (1. 6. 10a) 
三 阶 张 量 可 表示 为 
T= T*gigig. = Ting'gig* = Tiigigig’ = Ting gig’ (1. 6. 11a) 
在 上 述 并 矢 表 示 法 中 假定 : BRE g; (或 gi) (i==1,2,3) 是 线性 无 关 的 。 从 而 它们 的 并 
矢 ,又 称 基 张 量 ,例如 9 个 二 阶 基 张 量 gig;(i,; 二 1,2,3) (或 ggi R g'g Eggi), ERTE 
无 关 的 。 
由 上 式 可 见 ,在 并 矢 表示 法 中 ,无论 用 逆 变 分 量 配 协 变 基 ,或 是 用 协 变 分 量 配 逆 变 基 ，， 
或 是 用 混合 分 量 配 相 应 的 基 ,都 表示 着 同一 个 张 量 实体 。 换 言 之 , 张 量 分 量 的 指标 可 以 随 
意 地 上 升 或 下 降 , 只 需 将 相配 的 基 矢 量 的 指标 相应 地 下 降 或 上 升 就 行 。 这 是 因为 这 两 次 
升降 指标 所 乘 的 度量 张 量 g” 5 gj EEM. 
(1. 6. 10) 式 与 (1. 6. 10a) 式 是 完全 等 价 的 。 例 如 ,由 (1. 6. 10a) 式 的 第 二 个 等 式 可 以 
导出 (1. 6. 10) 式 的 第 一 式 。 由 (1. 6. 10a) 式 : 
Tig'gi 一 了 88 
根据 基 矢 量 的 升降 关系 (1. 2.18) 式 ,并 更 换 哑 指标 ,上 式 左 端 ， 
Tg'g’ = Tyg” ggg = Tug gigg; 
对 比 此 两 式 , 根 据 基 张 量 gigj (i,j = 二 1,2,3) 的 线性 无 关 性 质 ,并 考虑 到 度量 张 量 的 对 称 
性 得 : 
TË = T,,g"g" = g"g”T, 证 毕 
如 此 ,(1.6. 10) 式 ,(1. 6.11) 式 中 各 式 均 可 一 一 得 证 。 反 之 ,可 以 证 明 , 如 果 各 协 变 、 逆 变 、 
混 变 分 量 间 满 足 指标 升降 关系 (1.6.10),(1. 6.11) 式 , 则 必 能 保证 (1. 6. 10a), (1. 6. 11a) 
式 中 各 种 分 量 与 相应 基 张 量 的 组 合 构成 同一 个 张 量 实 体 。 
当 坐 标 转换 时 , 张 量 实体 了 不 因 坐 标 转换 而 变化 。 即 对 于 二 阶 张 量 
T= T gigy = Tag g’ = Ti grg’ = Ty gg; 
= Tigig; = Tijgig’ = Ti ggi = T;’g'g; (1. 6. 12a) 
对 于 三 阶 张 量 
T= Ti gegygy = Tiwg’g’g" = Tgrg’g" = Tgig/g" = 
= TH gigg = Ting'g’g* 一 了 BBS 一 了 Bi = (1. 6. 13a) 
上 式 与 分 量 形式 的 坐标 转换 关系 (1. 6. 12) , (1. 6. 13) 是 完全 等 价 的 , 即 它们 可 以 互 导 。 例 
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如 ,由 (1.6.12a) 式 的 第 一 个 等 式 ,可 以 导出 (1. 6. 12) 式 的 第 一 式 。 即 由 
Tigig; = T gigy 
根据 基 矢 量 的 转换 关系 (1. 4. 4) 式 ,并 更 换 哑 指标 
Tigig; = TB B ergy = T P B gig; 
对 比 上 两 式 , 则 由 于 基 张 量 gg (i j =1',2' 3) MRE KB 
T = T Bip? Gi’ j’ = 1,2,3) 

(1.6.12), (1. 6. 13) 式 中 其 它 诸 式 均 可 如 此 一 一 证 明 。 当 然 , 也 可 以 由 (1. 6. 12), 
(1. 6. 13) 式 导出 (1. 6.12a),(1.6.13a) 式 。 即 ,如 果 在 两 个 不 同 的 坐标 系 中 张 量 的 分 量 均 
一 一 对 应 地 满足 转换 关系 (1.6.12),(1. 6.13) 式 , 则 每 一 坐标 系 中 张 量 分 量 与 相应 基 的 组 
合 构成 一 个 与 坐标 系 无 关 的 张 量 实体 。 在 这 个 意义 下 ,可 以 称 张 量具 有 对 坐标 的 不 变性 ， 
称 张 量 的 并 矢 记 法 为 不 变 记 法 。 

应 该 指出 ,在 上 述 各 张 量 表达 式 中 ,分 量 指标 的 排列 顺序 和 相配 基 矢 量 的 排列 顺序 是 
一 一 对 应 的 ， 不 能 随意 更 换 。 例 如 

T = T"gig; 一 T78i8 A T'gig; (或 Tiigjg;) 

其 中 第 二 个 等 号 的 两 边 仅 更 换 了 哑 指 标的 字母 ,因而 张 量 的 实体 不 变 。 

显然 ,在 张 量 的 实体 表达 式 (1. 6. 10a) ,(1. 6. 11a) 中 每 项 基 张 量 所 包含 的 并 基 矢 量 个 
数 ,就 是 张 量 的 阶 数 。 故 矢量 可 看 作 一 阶 张 量 。 同 理 , 标 量 可 看 作 零 阶 张 量 ,标量 的 值 是 
不 随 坐 标 转换 而 改变 的 。 

按照 以 上 两 种 表示 方法 ,有 时 把 实体 T, 有 时 也 把 它 的 分 量 集合 (T5,…) 称 为 张 量 。 
下 面 将 主要 采用 张 量 的 并 矢 表示 法 。 


1.6.3 度量 张 量 


作为 例子 ,现在 来 讨论 曾 在 1. 2 节 中 引进 的 度量 张 量 。 根 据 在 1. 4 节 中 业已 证 明 的 
转换 关系 (1.4.15),(1.4. 16) 式 可 知 ,三 维 空间 中 的 9 个 量 
Zj = gi* B (i,j = 1,2,3) (1. 6. 14a) 
或 
gï =g eg (i,j = 1,2,3) (1. 6. 14b) 
满足 张 量 分 量 的 转换 规律 ,因而 是 一 个 张 量 ,通常 称 为 度量 张 量 。 下 面 将 进一步 给 出 它 的 
并 矢 表达 式 。 
在 同一 个 坐标 系 中 ,度量 张 量 可 以 用 不 同 种 类 ( 协 变 或 逆 变 ) 的 分 量 表 示 ( 相 应 的 基 当 
然 不 同 ) 
G = g” gig; = gi8'8’ 
根据 度量 张 量 的 对 称 性 (1. 2. 22) 及 基 矢 量 的 升降 关系 (1. 2. 20) 式 ,并 利用 度量 张 量 协 变 、 
逆 变 分 量 的 互 道 关系 (1. 2. 23a) 式 ,可 以 很 容易 地 证 明 上 式 。 


BBB = B” (Erg) Bg) = Bir jB'B 
= ÔE jg E = Eng'g i 
利用 张 量 分 量 的 指标 升降 关系 (1. 6. 10) 式 ,可 得 到 度量 张 量 G 的 混 变 分 量 就 是 
Kronecker 6; 
| ee =Ò} o. 
i l ; (i,j = 1,2,3) (1. 6.15) 
g = grg” = òi 
由 于 Kronecker ô 对 于 指标 及 j WAERO =O mi), HEH ER AY I A E, A 
必 记 作 8i OS) ,可 简 记 为 8; 。 于 是 度量 张 量 G 的 并 矢 表达 式 可 以 完整 地 写成 
G = g'g.g; = gi8'8’ = iggi = Oig'g; = gig’ = g'g) (1. 6. 16) 
当 坐 标 转换 时 ,根据 二 阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 (1. 6. 12) 式 ,度量 张 量 G 将 具有 
对 于 坐标 的 不 变性 , 即 | 
G= g” gigy = gig8'8’ = ô gig! = Òg gy = gg = gg; 
= gÏ gig; = gy8'8’ = Sigg’ 一 0188) = gig’ = gg; 


1.7 张 量 的 代数 运算 
17.1 张 量 的 相等 
若 两 个 张 量 T,S 在 同一 个 坐标 系 中 的 逆 变 (或 协 变 ,或 某 一 混 变 ) 分 量 一 一 相等 , 即 


Tin = Sim (G7 = 1,2,3) (1.7.1) 
则 此 两 个 张 量 的 其 它 一 切 分 量 均一 一 相等 
EE 
- i Cisjs* = 1,2,3) (1. 7. 2) 
Tos St, 
且 在 任意 坐标 系 中 的 一 切 分 量 均一 一 相等 
TH gel kly = 1,2’, 3’) (1. 7.3) 
与 (1.7.1) 式 等 价 的 写法 是 
T=S (1.7. 4) 
即 张 量 T 和 S 相等 。 


1.7.2” 张 量 的 相 加 
若 将 两 个 张 量 T,S 在 某 一 坐标 系 中 的 逆 变 (或 协 变 , 或 任 一 种 混 变 ) 分 量 一 一 相 加 ， 
则 得 到 一 组 数 ,它们 是 新 张 量 U 的 逆 变 (或 协 变 ,或 任 一 种 混 变 ) 分 量 ; 
Tint Sin = US™ (L979 = 1,2,3) C1. 7, 5) 
且 对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 ,此 和 式 均 成 立 。 与 (1.7.5) 式 等 价 的 写法 是 : 
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T+S=U (1.7. 6) 
即 张 量 U 等 于 T 与 $ 之 和 。 


1.7.3 标量 与 张 量 相 乘 


若 将 张 量 在 某 一 坐标 系 中 的 逆 变 (或 协 变 , 或 任 一 种 混 变 ) 分 量 乘 以 标量 kC 可 以 因 
点 而 异 , 但 不 随 坐 标 变化 而 变化 ) 则 得 到 一 组 数 ,也 是 张 量 的 道 变 ( 或 协 变 ,或 任 一 种 混 变 ) 
分 量 , 即 


EU (i,j, = 1,2,3) (1.7.7) 
且 对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 此 等 式 均 成 立 。 与 (1. 7. 7) 式 等 价 的 写法 是 : 
kT =U (1.7.8) 
即 张 量 UU 等 于 张 量 T 乘 以 &。 
若 把 (1. 7.6) 式 中 张 量 $ 乘 以 & 一 一 1, 则 为 张 量 相 减 , 即 
T 一 $ 一 了 十 (一 1)S (1.7.9) 


1.74 张 量 与 张 量 并 乘 


wT! ,S; 分 别 是 张 量 T,S 的 分 量 (可 以 是 任意 形式 的 分 量 即 逆 变 、 协 变 或 混 变 分 
量 ,T,S 可 以 是 任意 阶 张 量 , 现 以 二 阶 张 量 为 例 ), 则 T5 与 S; 各 分 量 的 两 两 乘积 是 新 张 
量 U 的 一 组 分 量 ， 
TËS% = U"; (i,j,k,l = 1,2,3) (1. 7. 10a) 
利用 张 量 分 量 的 转换 规律 与 指标 升降 关系 ,可 以 证 明 ,对 于 任意 坐标 系 中 任意 其 它 分 量 此 
等 式 均 成 立 。 新 张 量 U 的 阶 数 等 于 了 与 $S 的 阶 数 之 和 ,新 张 量 U 的 分 量 指标 的 前 后 顺序 
和 上 下 位 置 都 应 与 U 和 S 的 指标 顺序 和 上 下 位 置 相 一 致 。 这 种 运算 称 为 张 量 与 张 量 的 
[并 算 , 用 实体 形式 表示 为 ?: 
TS =U (1. 7. 10b) 
上 式 与 (1.7. 10a) 式 是 等 价 的 ,其 含意 是 
TS = T"g.gjSi'g'g: = TSigigi8'g8, = Uli'gigjg'g: =U 
上 式 TS 也 可 以 看 作 是 并 张 量 .和 并 矢量 相同 , 张 量 并 乘 时 顺序 不 能 任意 调换 , 即 
(1.7.11) 


1.7.5 ken 4a 


张 量 缩 并 时 将 其 基 张 量 中 的 任意 两 个 基 矢 量 ( 一 般 选 一 个 协 变 基 和 一 个 逆 变 基 ) 进 行 
点 积 。 例 如 , 若 将 四 阶 张 量 T= 了 Tiigigjg*g' 中 的 第 2、 第 4 基 矢 量 进行 点 积 ,得 


O 有 的 文献 用 acO8 表示 并 矢 。 本 书 中 “并 乘 ”( 或 “ 张 量 乘 ”) 符 号 @ 一 律 省 去 。 
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RN 


(1.7.12) 
Tugg = Sgi8" 
其 中 S =T (1. 7.13) 
利用 TI 满足 新 老 坐标 的 转换 关系 ,可 以 证 明 Si, 是 张 量 的 分 量 。 
DP Beet tas 
在 新 坐标 系 中 , 仍 保持 与 (1. 7. 13) 式 相同 的 缩 并 关系 ,得 到 
Ss Toy = BEB BIBIT van = B BTO TT “nn 


, (1. 7. 13a) 
= PBIT Em 
而 根据 (1. 7. 13) 5k 
Sin = 了 
故 Sw =P BTS n 
证 得 Si, 满足 坐标 转换 关系 ,所 以 S 是 张 量 。 它 称 为 张 量 工 的 缩 并 。 张 量 每 缩 并 一 次 就 
消去 两 个 基 矢量 ,因而 降低 两 阶 。 


C1. 7. 13) 式 说 明 , 从 分 量 的 角度 来 看 , 缩 并 就 是 令 张 量 的 一 个 上 指标 和 一 个 下 指标 缩 
并 。 这 样 把 两 个 自由 指标 化 为 一 对 哑 指 标 ,因而 按 求 和 约定 得 到 的 新 张 量 的 阶 数 要 降低 
两 阶 。 实 质 上 是 将 原来 m 阶 张 量 的 所 有 3 个 分 量 中 该 两 个 指标 相同 的 每 三 个 对 应 的 分 
量 相 加 ,得 到 一 组 3" 个 分 量 。 

例如 ,一 个 二 阶 张 量 T; 经 缩 并 后 变 为 零 阶 张 量 , 即 标量 : 

T= f (1.7.14) 
无 论 坐 标 如 何 变 化 ,了 始终 是 个 不 变量 , 即 
FST TTT =T Ee eT 


1.7.6” 张 量 的 点 积 


AR: 两 个 张 量 T 与 $ 先 并 乘 后 缩 并 的 运算 称 为 点 积 ( 或 称 内 积 )。 和 缩 并 一 样 ,对 
于 点 积 运 算 应 说 明 将 张 量 T 中 的 哪 一 个 基 矢 量 与 张 量 S$ 中 的 哪 一 个 基 矢 量 相 点 积 。 为 
了 方便 起 见 ,一 般 取 一 个 逆 变 基 矢 量 和 一 个 协 变 基 矢 量 相 点 积 了 ?。 可 以 证 明 , 两 个 张 量 点 
积 后 得 到 一 个 新 的 张 量 U, 如 果 T 是 m 阶 张 量 ,S 是 WKS, WU 的 阶 数 为 (m 十 n 一 2)。 
以 四 阶 张 量 了 与 三 阶 张 量 $ 的 点 积 为 例 : 


@ 这 两 个 相 点 积 的 矢量 也 可 以 都 是 逆 变 基 矢 量 或 都 是 协 变 基 矢 量 。 例 如 在 (1. 7. 15a) 式 中 若 取 S= Sigg g, 
则 得 


| aft ak i E Drar A 
TS = Tg S 8 iB j g g'E,g g = TaS iag" BiBjB'BrB’ 
此 结果 和 (1. 7. 15a) 式 是 完全 一 致 的 。 


ic Sidi ssid 


T = Tgigjg'g’ 
S = S"g,8.8' 
并 乘 得 一 个 七 阶 张 量 
TS = T” „S7 g.g;8'g'g,8.8' 
缩 并 一 次 得 到 五 阶 张 量 
TS= T'S" gg; 8's'g.¢.8 — TY S7 Otgigjg'g,8 
= TY „S gg8'8,8 =U," ¢.8j9'g,8' (1. 7. 15a) 
或 表示 为 
TS =U (1. 7. 15b) 
如 果 将 前 张 量 的 最 后 一 个 基 矢 量 与 后 张 量 的 第 一 个 基 矢 量 相 点 积 , 这 时 可 以 把 点 积 号 写 
在 两 张 量 之 间 
T = S= (TY ggig'e!)(S", 8.8.8") = T” S ggg gg 
= Vip 8888.8 = V (1. 7.16) 
双 点 积 : 若 在 两 个 张 量 T 和 $S 并 乘 之 后 再 进行 两 次 缩 并 , 则 称 为 双 点 积 。 和 
(1. 5.12) 一 (1.5.13) 式 相似 , 张 量 有 两 种 双 点 积 : 


并 联 式 
ij rs w ~] t 
W=T:S= Te. 8:8; Fd,g 
soe 和 (1.7.17a) 
= Ty S...8:858' = Wigigjg’ 
串联 式 
LT, 2 | 
Z=T++S= TS" 9:8; t 2'8,8.8' 
(1.7. 17b) 


= T Sli ggg = ZI ggg 
以 上 两 种 双 点 积 的 结果 W 和 ZZ 并 不 是 同一 个 张 量 。 


1.77 REKE 


如 果 保持 基 矢 量 的 排列 顺序 不 变 ,而 调换 张 量 分 量 的 指标 顺序 , 则 一 般 说 来 将 得 到 一 
个 同 阶 的 新 张 量 , 称 为 原 张 量 的 转 置 张 量 。 对 高 阶 张 量 来 说 ,对 不 同 指标 的 转 置 结果 是 不 
同 的 ,所 以 应 指明 是 对 哪 两 个 指标 的 转 置 张 量 。 例 如 : 四 阶 张 量 
T = Tgigjg'g’ (1. 7. 18a) 
对 第 1,2 指标 的 转 置 张 量 是 
S=T’,gigg'g! (1. 7. 18b) 
对 第 1,3 指标 的 转 置 张 量 是 


第 1 章 RESRE č _ By 


R = Ti!) ggig'g' (1.7. 18c) 
一 般 说 TASAR ~ 
可 以 看 到 , 张 量 转 置 仅 调换 其 分 量 指标 的 前 后 顺序 ,它们 的 协 逆 变 性 质 ( 即 指标 上 下 
位 置 ) 仍 保持 不 变 。 
在 分 量 表示 法 中 ,与 分 量 指标 相配 的 基 矢 量 被 省 略 了 ,但 隐 含 着 如 下 约定 : 所 讨论 的 
同 阶 张 量 都 具有 相同 的 基 ,并且 张 量 指标 的 正常 排列 顺序 应 和 基 矢 量 的 顺序 相同 ,否则 就 
是 转 置 张 量 。 于 是 , 张 量 S 和 RR 分 量 应 记 为 
S=S!,,(ggig'g') 和 R=R,,(g.gig's') 
括号 中 是 被 省 略 的 基 。 与 式 (1.7. 18b) MKC. 7. 180 MLA 
sï, =T”, 和 RÖ, = Ti (1.7.19) 
显然 ,它们 都 是 Tv 的 转 置 张 量 。 
1.78 张 量 的 对 称 化 与 反对 称 化 


若 调换 某 两 个 张 量 分 量 指标 的 顺序 而 张 量 保持 不 变 , 则 称 该 张 量 对 于 这 两 个 指标 具 
有 对 称 性 。 例 如 设 四 阶 张 量 T=T i ggg “g' 满足 
T a= Th, (d. 7.20) 
则 张 量 工 对 其 1,2 指标 来 说 是 对 称 张 量 。 以 S 表示 由 (1. 7. 18b) 式 所 定义 的 转 置 张 
量 , 则 
S=T (1. 7. 21) 
即 对 称 张 量 与 其 对 应 的 转 置 张 量 相等 。 l 
若 调换 某 两 个 张 量 分 量 指标 后 所 得 到 的 张 量 分 量 均 与 原 张 量 的 对 应 分 量 差 一 一 符号 ， 
则 称 该 张 量 对 于 这 两 个 指标 反对 称 。 例 如 设 四 阶 张 量 T=T ggg g 满足 
To 一 一 T (1.7.22) 
则 张 量 了 对 其 第 1,2 指 指标 来 说 是 反对 称 张 量 。 反对 称 张 量 与 其 相应 LHe KE S 差 一 个 
负 号 , 即 
S =—T (1.7.23) 
反对 称 张 量 的 对 角 分 量 ( 即 当 与 反对 称 性 相关 的 两 个 同 为 协 变 或 同 为 逆 变 的 指标 取 
相同 值 时 的 分 量 ) 均 为 举 。 例 如 上 述 反 对 称 张 量 工 中 
(i 
式 中 在 两 个 重复 出 现 的 指标 i 下 面 加 一 本 ,表示 未 对 指标 ; 求 和 。 
[对 称 化 运算 | 将 任 一 张 量 工 的 分 量 指标 中 某 两 个 指标 顺序 互 换 , 得 到 张 量 S, 并 按 下 


式 构成 新 张 量 
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则 4 对 于 该 两 个 指标 具有 对 称 性 。 这 种 运算 称 为 张 量 工 的 对 称 化 。 
反对 称 化 运算 | 反对 称 化 运算 : 如 按 下 式 由 张 量 TAS 构成 新 张 量 


则 B 对 于 该 两 个 互 换 的 指 mE RNR, AE BRAKE THRHR. 
179 张 量 的 商法 则 


设 有 一 组 数 的 集合 T(i,j,k,l,m) ,如 果 它 满足 对 于 任意 一 个 g 阶 张 量 S( 例 如 g=2, 
任意 阶 张 量 分 量 S™ ) 的 内 积 均 为 一 个 p 阶 张 量 ( 例 如 p==3, 三 阶 张 量 Us), 即 在 任意 坐 
标 系 内 以 下 等 式 均 成 立 

TOijyk sl mS™ 一 U (i,j,k=1,2,3) (1.7. 27a) 
(上 式 等 号 左 侧 的 Lm 为 哑 指 标 , 即 左 端 对 指标 ,m= 二 1,2,3 取 和 ) 则 这 组 数 的 集合 TG, 
j,k,l，m) 必 定 是 一 个 (p 十 gq) 阶 张 量 
TGsj k,l,m) = TH (1.7.27b) 
上 述 规则 称 为 张 量 的 商法 则 (quotient rule)| 可 用 证 明 TGi,j,k,1,m) 满 足 坐 标 转换 关系 
的 方法 来 证 明 商 法 则 。 根 据 假设 ,对 于 新 坐标 系 (1. 7. 27a) 仍 成 立 ( 设 /,m MEFS AR) 
TG ,I skl mS Sue Ci’, j,k’ = 1',2’,3’) (1. 7. 28a) 
因为 已 知 S" 和 UH AKEDE, AS PERK RR, PR 
U“ = PIPI BUY = BYBIBET Gj k,l,m)S™ 
= B'BI BBB" Ti, js k,l, mS (1. 7. 28b) 
Gj sk’ = 1,2,3) 
C. 7. 28a), (1. 7. 28b) 两 式 相 减 
[TG 7’ skl sm) — BY BI B*B'B™ T (i,j ,kyl,m) JS = 0 
Gj sk = 1,2,3) (1.7. 29) 
EX i,j k A AB ip, HSE de 3° 一 27 ee e a a 
3 =9 项 取 和 。 由 于 S ERKE, AKE. 7. 29) 式 对 于 任意 的 S'! ,S'? ,SY? ,S?!， 
S 均 满 足 , 必 须 使 它 的 9 个 系数 均 为 零 。 例如 ,可 取 S 是 这 样 的 张 量 , S =1 KAME 
均 为 零 。 则 可 证 得 
TG sk’ ,1 ,1’) = BEB BB ATG. j,k, Lym) 
依次 类 推 , 可 证 得 
了 Ga = PB BEBIBET G, jsk,lym) (1.7. 30) 
这 说 明 Tis j ksl, m) IX HI HY RA WE AL IK EE O BR , 故 可 以 记 作 
TG,j,k,l,m) = 了 
以 上 关于 商法 则 的 证 明 可 适用 于 任意 阶 的 张 量 , 如果 s 是 q 阶 张 量 ,0 Æ p 阶 张 量 , 则 工 


EE ea ceases cto 


是 (p 十 q) 阶 张 量 。 
例 1.5 应 力 张 量 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,已 经 利用 微 元 体 的 平衡 条 件 证 明 过 弹性 力 

学 中 的 Cauchy 公式 。 即 ,已 知 变形 体 中 一 点 的 应 

力 状 态 为 (图 1. 13) l 


0. 


rz zy zz 


Dzy O, Ozz 
则 在 物体 中 该 点 处 任 一 法 向 单位 矢量 n==nie; WR 
截面 上 作用 的 单位 面积 内 力 和 撩 量 p == p’e; 与 该 点 的 
应 力 张 量 之 间 存 在 以 下 关系 : 

pr 一 Ozznzt oryny 十 Oren 

By = Oyznzt Oyyny + OyeNz (a) 

Pz= Orznzt Orzyny + zen 图 1.13 一 点 的 应 力 状 态 

证 明 SAH Cauchy 公式 与 商 规则 证 明 应 力 
是 二 阶 张 量 。(a) 式 可 以 用 指标 符号 写作 : 
p = oi,))n’ (b) 

已 知 w 为 任意 矢量 的 分 量 ,p' 为 矢量 分 量 ,根据 商法 则 ,应力 oli,j) 必 定 是 二 阶 张 量 分 
量 ,(b) 式 记 作 


pP = on Ce) 
z l 
p=G-n (d) 
例 1.6 压 电 模 量 张 量 压 电 材料 是 一 种 晶体 材料 , 它 在 电场 作用 下 能 发 生变 形 ,或 
者 在 机 械 载 荷 作用 下 产生 电荷 。 已 知 在 晶体 上 作用 有 任意 应 力 张 量 we , 则 可 以 测量 到 单 
位 体积 的 电 和 抢 矢 量 为 已 。 发 现 对 于 晶体 ,o 与 Pi 之 间 满 足 
Pi = dCisksl) oy, ; 
利用 商 规 则 可 以 证 明 d(i,k,7) 是 一 个 三 阶 张 量 , 称 为 压 电 模 量 , 它 是 压 电 材 料 本 身 的 属 
性 。 上 式 可 写作 
Pi = do, (a) 
或 
P=d: 6 Cb) 
例 1.7 弹性 张 量 线性 弹性 材料 中 任 一 点 有 任意 应 变 e* ,在 材料 中 将 发 生 相应 的 
应 力 状态 ci ,e* 与 0; 都 是 对 称 二 阶 张 量 ,0;; 与 e 之 间 满 足 线性 关系 : 
oj =cGsjik De’ 


由 商法 则 可 知 ,c(i,7 ,2 是 一 个 四 阶 张 量 , 称 为 弹性 张 量 。 上 式 可 记 作 


了 


Oi; = Cija E” (a) 
或 x 
G 一 C:e (b) 
因为 6 为 二 阶 对 称 张 量 (c =6;;), 故 cijw 必 对 i 与 j 对 称 : 
Cijkl = Cjikl (c) 


因为 e 为 二 阶 对 称 张 量 , 故 可 以 对 co 的 & 与 1 进行 对 称 化 ,或 直接 规定 cy tk SL 
对 称 : 

Cijet = Cijte (d) 
又 根据 弹性 力学 中 的 广义 Green AR: 

Cijkl = Cri; : Ce) 
(c),(d),(e) 三 式 称 为 四 阶 张 量 cju 满 足 三 重 对 称 性 ,或 称 Voigt 对 称 性 。 

例 1.8 惯性 矩 张 量 物体 B 对 坐标 原点 的 动量 矩 

LH: 


L=| orxodv (a) 
B 


其 中 + Alo 是 物体 内 某 质点 的 矢 径 和 速度 矢量 ,o 是 该 点 处 的 
介质 密度 ,dv 是 微 元 体积 ,积分 域 为 整个 物体 B。 由 于 两 个 
矢量 的 矢 积 为 矢量 ,上 式 表明 动量 矩 工 是 一 个 矢量 。 如 果 不 
考虑 物体 的 变形 ,把 它 看 作 是 固定 于 坐标 原点 O 处 的 刚体 ， 
则 如 图 1. 14 所 示 , 质 点 的 速度 v 和 刚体 的 瞬时 角速度 矢量 w 
之 间 存 在 关系 : 


图 1.14 物体 的 动量 矩 


v=oxXr (b) 
代入 (a) 式 ,并 利用 矢量 恒等式 (1. 1. 18) ,得 


L= | orx Coxndo = | plor. r-re + w) do Ce) 
采用 直线 坐标 系 , 上 式 在 坐标 轴 zi 方向 上 的 分 量 为 
Li = | plore, — rro" Jdo 
”其 中 x 和 ri 为 和 撩 径 r 的 逆 变 和 协 变 分 量 。 注 意 到 wi 一 6iw*, 且 w 是 整个 刚体 的 转动 角 速 
度 , 在 物体 内 处 处 相同 ,上 式 可 写成 
is af eh. (d) 
其 中 
E, =| o[sirrrs 一 md (e) 


TIT TEE 


E E EEE A ee A 


EROT UER, L 和 任意 角速度 矢量 w 点 积 后 ,总 能 得 到 动量 矩 矢量 工 。 根 据 商 法 则 ， 
按 式 (e) 定 义 的 量 一 定 是 个 二 阶 张 量 。(e) 式 可 写成 : 


了 一 了 。w Cf) 
为 了 说 明 张 量 工 的 物理 意义 ,下 面 来 写 出 (e) 式 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 具体 形式 。 这 时 
r =r = (x,y,z), H di=1 CH i = k Hf) (g) 


上 、 下 标的 差别 已 消失 。 代 入 (e) 式 得 
I= f ole +y +22 — 2’ ]dv = feo +z )dv 


Ch) 
= Te 
同 理 有 
lz =Í plè +z dv = I,, 
B : 
G) 
了 33 = | ec +y )dv = Ts 
4 i#j 时 ,有 
Typ == Li =- Í pxydv zess Lay 
Ila = da =- Í, pyzdv =— I,, G) 


Iz = ls =- Í pzxdv 一 一 了 


以 上 各 式 表明 , 张 量 ;的 对 角 分 量 就 是 理论 力学 中 所 定义 的 惯性 矩 1 , 了, o Ie ; 而 非 对 
角 分 量 为 惯性 积 Lyly ,的 负 值 。 所 以 通常 把 工 称 为 惯性 矩 张 量 。 由 于 张 量 的 对 称 性 
不 随 坐 标 转换 而 变化 ,所 以 由 (j) 式 可 知 , 在 任意 直线 坐标 中 有 i 

i T =T; (k) 
故 (e) 式 定义 的 惯性 矩 张 量 工 是 对 称 二 阶 张 量 。 
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除 并 乘 、 点 积 外 , 张 量 与 张 量 之 间 还 可 以 进行 和 撩 积 运 算 ,| 矢 积 也 称 为 又 积 或 外 积 |。 
1.8.1 置换 符号 与 行列 式 的 展开 式 

一 具有 3 个 指标 的 符号 b ,指标 i,j,& 的 取 值 范围 为 1,2,3, 共 有 27 种 取 法 。 指 标 
ijek 的 原始 排列 顺序 为 123。 若 将 其 中 的 任 一 对 指标 互 换 一 次 可 变 为 132,213 或 321， 


称 为 指标 的 一 次 置换 ;在 此 基础 上 再 将 任 一 对 指标 互 换 一 次 称 为 指标 的 二 次 置换 ,可 得 到 
312,123 或 231; 如 此 可 以 定义 指标 的 次 置换 ,k 为 奇数 时 称 为 奇 置换 ,k 为 偶数 时 称 为 


36. 


偶 置 换 。 由 原始 顺序 轮换 得 到 的 123,231 与 312 三 种 指标 排列 称 为 顺序 排列 ,它们 只 能 
由 偶 置 换 得 到 ; 由 原始 顺序 逆序 轮换 得 到 的 321,213 与 132 三 种 指标 排列 称 为 逆序 排列 ， 


它们 只 能 由 奇 置换 得 到 。ijk 在 其 取 值 范围 内 的 其 它 21 种 取 法 均 有 2 个 或 3 个 指标 相 


同 , 称 为 非 序 排列 。 
定义 一 个 3 指标 的 符号 ea (或 ez*) 按 下 式 取 值 , 称 为 置换 符号 (或 称 Ricci 符号 ) 
1 ;让 顺序 排列 
Tee S |- 1 inj rk 逆序 排列 (1.8.1 
0 inj sk ERAN 


置换 符号 是 一 个 3 指标 的 指标 符号 , (1. 8. 1) 式 不 随 坐 标 改 变 而 变化 ,所 以 它 不 是 三 阶 张 
量 的 分 量 。 

(1. 8. DARHT ej Re ) 关 于 其 任意 两 个 指标 为 反对 称 , 因 而 任 一 组 关于 其 任 
意 两 个 指标 反对 称 的 3 指标 的 量 5(i,j,k) 都 可 以 用 置换 符号 表示 : 

b(i,j,k) = beij, = be”* 其 中 b = 6(1,2,3) (1. 8. 2) 

假设 La” ] 为 一 个 任意 的 3X3 矩阵 ,不 妨 约定 第 一 指标 为 行 号 ,第 二 指标 为 列 号 。 其 
对 应 的 行列 式 可 记 作 det(a”), 这 里 的 m,n 既 非 旺 指标, 亦 非 自由 指标 , 仅 以 [e” ] 及 
det《a”) 整 体 作 为 矩阵 及 行列 式 的 记号 ,m,n 在 其 取 值 范围 内 取 值 ,元 素 为 [a”] 的 行列 式 
值 记 为 a。 

根据 行列 式 的 展开 定理 ,有 


ay al al 
a= det(a™,) = |a a, a’, 
a a, as 
= aija‘,a?, + a2,a%,a', + aala? 一 aaa2al — a*,a!,a*, — a',a°,a’, 
利用 置换 符号 可 写成 


a = det (a7) = aiaiga}; ei = al;a?ja?,e"* C1. 8. 3) 
了 J 


这 里 根据 哑 指 标 应 上 下 配对 的 约定 ,置换 符号 分 别 采 用 ej 和 e** 两 种 形式 。 由 eij; 的 反 
对 称 性 ,可 得 


a = aijaizatze;, =—=— ailiaisats ejis 
交换 前 两 个 系数 的 位 置 以 及 哑 指 标 ; 和 j 的 名 字 可 得 
a = aiiaizats ei 一 一 alzata} erg 


这 表示 每 交换 一 次 行列 式 的 列 ,行列 式 的 值 就 变 一 次 号 。 这 一 性 质 可 利用 置换 符号 的 反 
对 称 性 表示 为 


= |a? a, = (l,m,n = 1,2,3) (1. 8. 4) 


AE ASE ee aA 
a’a™at,e4* = ae 名 (l,m,n = 1,2,3) (1. 8. 4a) 
在 上 两 式 中 ,i,j,k 是 行列 式 展 开 式 (1. 8. 3) 中 国有 的 哑 指 标 ,而 m,n 则 是 3 个 自由 指 
标 , 所 以 上 两 式 各 表示 一 组 27 个 行列 式 。 当 两 行 或 两 列 元 素 相等 时 , 即 指标 1,m,n 中 有 
两 个 相 重 时 ,根据 置换 符号 的 反对 称 性 ,行列 式 的 值 必 为 零 。 
由 于 行列 式 det(a”,) 中 的 m,n 只 是 代表 行 号 和 列 号 ,与 所 用 字母 及 上 下 位 置 都 无 
关 ， I et det(b,,) KR det(c??) ,于 是 (1. 8. 3) 式 可 改写 成 


b= det(bys) = Ba bjrdise* = bubzjbue” (1. 8. 3a) 
或 
c = det(c®?) = ce? P ce, = ccce (1. 8. 3b) 
(1. 8.4) 和 (1. 8. 4a) 式 也 可 改写 成 
be imn = bib jmbrne t = bub mjbne (1. 8. 4b) 
cel = ccie eije = c cc" eir (1. 8. 4c) 


如 果 将 行列 式 的 行 与 列 都 进行 交换 , 则 得 到 一 组 共有 6 个 自由 指标 的 行列 式 。 利 用 
人 一 地 表示 成 


a, ai, ai, 


= A(i,j,k;r,s,1) = ag” ten: Cisjsksr,s,t = 1,2,3) (1.8.5) 


其 中 
a = A(1,2,331,2,3) 


1.8.2 BiKikH (Eddington 张 量 ) 与 ~ 6 等 式 
置换 符号 也 可 以 看 成 3 个 正 交 标准 化 基 任 意 排列 时 的 混合 积 , 因 为 在 右手 系 中 


Le € e, ]= 1 
所 以 当 3 个 基 矢 量 任意 排列 时 ,其 混合 积 为 
Le; ej es |= ez (i,j,k=1,2,3) (1. 8. 6) 


在 任意 曲线 坐标 系 中 ,由 (1. 2. 13) 式 与 (1. 2. 25) 式 已 给 出 在 右手 系 中 协 变 基 的 混合 
积 与 逆 变 基 的 混合 积 , 所 以 由 (1. 8. 2) 式 知 , 当 3 个 基 矢 量 任意 排列 时 ,有 


i j k 1 ijk 
[g: g; gi]=Vges: [g gi g ey (1.8.7) 
上 式 中 由 (1. 2. 24) 式 已 知 
g = det(g;;) 
g 是 与 坐标 系 有 关 的 数 , 在 曲线 坐标 系 中 每 一 空间 点 位 处 对 应 一 个 值 , 它 因 坐标 转换 而 变 
化 ,如 在 新 坐标 系 中 它 为 g ,与 老 坐标 系 中 & 的 关系 可 以 由 坐标 转换 关系 导出 为 
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i en A 


g = det(gyr) = det(BigiB’») = det(B',)det(gi;) det(B’) 


设 
A = det(By) = det(B;) = Bi BiBbeijs (1. 8. 8) 
则 
g = gh’ (1. 8.9) 
Vg =tAVg (1. 8. 10) 


上 式 右 端 当 新 坐标 系 也 是 右手 系 时 取 正 号 ,新 坐标 系 与 老 坐标 系 一 为 左手 系 、 一 为 右手 系 
时 取 负 号 。A 是 协 变 转 换 系 数 矩 阵 的 行列 式 值 ,只 有 当 所 考察 的 空间 点 处 新 老 坐 标 系 之 
间 只 差 一 个 刚性 转动 时 , 才 有 A= 二 1, 只 有 此 时 Vg 二 Vg。 因 此 Vg 显然 不 是 一 个 标量 。 
但 是 ,可 以 证 明 (1. 8. 7) 式 给 出 的 基 矢 量 的 混合 积 是 三 阶 张 量 的 分 量 。 当 坐标 转换 
时 ,有 
[gr gy ge ]= [Bsg, Bren Bren] 
= PB Bg Bm ga] 
定义 此 具有 3 个 指标 的 有 序数 的 集合 为 置换 张 量 ,也 称 为 Eddington KE €, Hye Sit 
变 分 量 为 


(1. 8. 11) 


Cut [gi 8; ge |]= VE eije (1.8.12) 
= [gi gi g']=— e (1.8. 13) 
Vg 
其 用 并 矢量 表示 的 实体 形式 为 
E= G8'8'8* = ERBE 
= Ey B B” B" = "g/gwgy . (1. 8.14) 


由 置换 张 量 的 定义 (1. 8.12), (1. 8. 13) 式 易于 得 到 基 矢 量 的 矢 积 为 
Bi X Bj è Be = Gje = k= GB! * Be 
如 果 两 个 矢量 与 同一 组 协 变 基 矢 量 的 点 积 对 应 相等 , 则 由 (1. 2. 9) 式 可 知 ,这 两 个 矢 
量 的 协 变 分 量 就 对 应 相等 , 故 该 两 个 矢量 必定 相等 ,所 以 ， 


gi Xg; = Eg Cisj = 1,2,3) (1. 8. 15) 
与 (1. 8. 15) 式 类 似 地 可 以 写 出 
gi xg = Ëg, G = 1,2,3) (1. 8. 16) 


这 就 是 说 , 基 矢 量 的 矢 积 可 以 通过 其 对 偶 矢 量 和 置换 张 量 来 表示 。 下 面 将 会 看 到 任 
意 矢量 的 矢 积 ,以 及 张 量 与 矢量 ,乃至 张 量 与 张 量 的 矢 积 都 可 以 通过 置换 张 量 来 表示 。 
(1. 8.15) 与 (1. 8.16) 式 还 可 以 写成 以 下 形式 : 
8X8) = gig; *€=—€? gg; (i,j = 1,2,3) (1. 8. 15a) 
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gi Xg =gigite=e: gigi (i,j = 1,2,3) (1. 8. 16a) 
置换 张 量具 有 以 下 重要 性 质 ,也 称 e 一 6 等 式 。 考 虑 Kronecker 6 构成 的 行列 式 ,由 
于 [6;] 是 一 个 单位 矩阵 ,显然 det(61) 二 1。 由 (1. 8.5) 式 ;: 


di òi gi 
3) 81 bi] = ee, = de 
ôr OF OF (1. 8.17) 


= 515/314 81010 !4 810/0!— 18164 
— i811 S113! = BY (inj Rorysot = 1,2,3) 
由 上 式 定义 的 OR RAS Kronecker 6。 显 然 , 其 中 i,j,k,r,s,t 是 6 个 自由 指标 ,因此 
广义 Kronecker 6 是 个 6 阶 张 量 。 当 i,j,k 和 r,s,t 都 是 顺序 排列 或 逆序 排列 时 ,83 二 1; 
H ijk 和 r,s,t 一 个 是 顺序 排列 而 另 一 个 是 逆序 排列 时 ,6 二 一 1; 当 两 者 中 任意 一 个 
是 非 序 排列 时 ,62; 二 0。(1. 8. 17) 式 称 为 三 维 e ~6 恒等式 ,或 三 维 的 e 一 6 恒等式 。 
如 果 将 6 阶 张 量 9 党 进行 缩 并 ,还 可 得 到 如 下 一 系列 等 式 


eten = dite, = Out = 0i t— siet (1. 8. 18) 
ete = C'e = O10! sistm 304 di = 26! (1. 8.19) 
ete, —_ eja = 28} = 6 3! (1. 8. 20) 


C1. 8. 18) 式 右 端 可 记 作 84 。 这 些 等 式 在 矢 积 运算 中 是 非常 有 用 的 。 对 于 (1. 8. 18) 式 可 
以 这 样 来 记忆 : Oe... 中 除去 三 指标 ; 外 还 有 4 个 自由 指标 [*,,], 等 式 右 端 是 两 个 
Kronecker 6 之 积 的 差 。 若 把 4 个 自由 指标 [*,] 按 “前 前 ,后 后 一 内 内 ,外 外 ”的 规律 取 
出 , 则 就 是 右 端 各 指标 的 排列 顺序 。 

此 外 ,上 节 中 利用 置换 符号 列 出 的 公式 (1. 8. 3) ~ 1. 8.4) ,根据 置换 符号 与 置换 张 量 
的 关系 ,都 可 写成 与 置换 张 量 有 关 的 如 下 公式 。 


a = det (ah) = a.iaisa’s le = aa2Q3 VE 6 (1. 8.21) 
8 
b = det (bp) = babibrs Vg6 = bibrjby Vg € (1. 8. 21a) 
cae 1 eet ah 
c = det(c®?) 一 ccc ee, = c” —e,,, (1. 8. 21b) 
Ve” ve” 
aidi mat jp = E mn (1. 8. 22) 
alatat =a" (1. 8. 22a) 
bub mjD nee = bubjnbinE™ == we. (1. 8. 22b) 
8 


eM we 
Cece = de ej = pe (1. 8. 22c) 
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se es 


由 (1. 8. 21a 及 b) 可 证 , 当 a2,po 与 7 表示 同一 张 量 的 不 同 协 变 、. 逆 变 分 量 时 ,它们 的 行 
列 式 有 以 下 关系 : 


二 维 置 换 张 量 

对 于 二 维 问题 常常 可 以 把 二 维 空间 看 作 三 维 空间 的 一 个 子 空间 ,除去 二 维 坐标 系 的 
ERE gog 之 外 ,再 配 上 一 个 与 g1 ,gz 正 交 的 单位 矢量 gs 一声 。 这 时 二 维 子 空间 的 置 
换 张 量 可 以 通过 三 维 空间 的 置换 张 量 来 定义 , 即 


a, aß3 
GEen. “Se 


显然 
{ls 一 一 61 = (193 = VE eiz = Vg 


1 = & =0 


12 21 123 1 123 1 
€ =—€ =€ = — e 一 ”一 -一 
Vg Vg 
a —-@=09 
其 中 g 为 度量 张 量 的 行列 式 值 , 即 
gu gez 0 
8&u S12 
8 = |82 S22 = F 
0 0 1 821 22 


如 果 利 用 并 矢量 写成 不 变形 式 , 则 二 维 置 换 张 量 还 可 以 表示 为 
E= 688) = ge = EBB = CB By 
当然 ,对 于 二 阶 置换 张 量 也 可 以 写 出 一 些 有 关 的 恒等式 ,由 于 不 存在 原则 上 的 困难 ,这 里 
不 再 罗列 , 留 给 读者 自己 作为 练习 。 
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18.3.1 两 个 矢量 的 矢 积 
假如 有 两 个 任意 给 定 的 矢量 a 和 5b ,它们 在 任意 的 坐标 系 中 表示 为 
a = a'g; =ag', b = bg; = bg’ 
它们 的 矢 积 是 一 个 新 矢量 g, 即 
q=aXb= qg* = dg: 
利用 前 面 已 经 得 到 的 基 矢 量 矢 积 公 式 (1. 8.15), (1. 8. 16) ,不 难得 到 a,b 和 4 这 3 个 矢量 
的 分 量 关 系 。 因 为 
q = ug" = a'g: X bg; = a'b’g; X g; = a'b’e,,,8" (1. 8. 23) 


rp Se 


所 以 
qe = abie (1. 8. 23a) 
类 似 地 可 以 得 到 
€ = ab” (1. 8. 23b) 
如 果 不 通过 分 量 来 表示 ,直接 写成 并 矢 形式 , 则 为 
q=axXb=ab:€=€: ab 
上 式 可 以 证 明 如 下 。 
q= ng = a'b’,,,8" 
ab : e= a'b"gig,, : Gag gigt = alp™e, ,6 Digt 
= abie ag" 
E :ab= 6,,8'8'8) :ab"gign = ab"; 010 ng 
= a’b*¢,,,.g' = bte pgi = abie ag" 


这 里 应 该 注意 到 ,对 于 矢量 的 矢 积 运算 ,交换 律 并 不 成 立 , 即 


axb~bxa 
其 实 
axXb=ab:€=€: ab =—€: ba =—ba:€=—bxXa (1. 8. 24) 
利用 SS 
Gj = 全 一 一 Gi =— Sa / 
便 可 证 明 上 式 。 2 
a 


两 个 矢量 的 矢 积 axb=q 的 几何 意义 是 该 两 i 
个 矢量 构成 的 平行 四 边 形 的 面积 矢量 ,4 的 方向 和 ”图 1.15 矢 积 与 平行 四 边 形 面积 矢量 
a,b 两 个 矢量 均 正 交 , 且 a,b,q 3 个 矢量 构成 右手 系 , 而 q 的 大 小 等 于 该 平行 四 边 形 的 面 
积 (图 1.15). 

1.8.3.2 三 个 矢量 的 混合 积 

在 矢量 代数 中 与 和 撩 积 有 关 的 运算 还 有 三 个 矢量 的 混合 积 和 三 重 积 。 三 个 矢量 的 混合 

[abel=axb.c=a.bxc 
运算 的 结果 是 个 标量 。 根 据 前 述 置 换 张 量 的 定义 不 难 导出 3 个 矢量 的 分 量 与 混合 积 之 间 
的 关系 为 
[a b cj]= [a'g; b'g; c'gi]= a'b'ct[g: g; ge] 
= aibicte, , (1. 8. 25a) 
类 似 地 还 可 得 到 


2 


[a b c]= abjec” (1. 8. 25b) 
与 (1. 8. 24) 式 相应 地 还 可 以 表示 为 并 矢 形式 
[a b cl]=abe:€=ab:€+-c=a-e€: be 
g (1. 8. 26) 
=€: abc 
根据 置换 张 量 的 性 质 可 知 : 三 个 矢量 的 混合 积 [a b c] 当 对 a,b,c 作 任意 的 偶 置 
换 时 其 值 不 变 ,而 作 奇 置换 时 将 改变 符号 。 例 如 
[a b. c]=[b c aa]= 一 [La c] 
三 个 矢量 的 混合 积 [a b ce] 的 几何 意义 是 它们 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 , 当 a,b, 
c 构成 右手 系 时 取 正 号 , 当 a,b,c 构成 左手 系 时 取 负 号 (图 1. 16 所 示 为 取 正 号 的 情况 ) 。 


ee 
a 
图 1.16 “三 个 矢量 的 混合 积 与 平行 六 面体 体积 


1.8.3.3 三 个 矢量 的 三 重 积 


三 个 矢量 a,b,c 的 三 重 积 又 称 为 双重 矢 积 , 它 表 示 要 连续 进行 两 次 矢 积 运算 ,其 结果 
仍 是 一 个 矢量 ,但 必须 区 分 (aX5) Xec 和 aX(bXc)。 连 续 利用 (1. 8. 24) 式 可 以 得 到 
(axb)xc=[(ab : ©c] : €= [ (€: ab)c]: € (1. 8. 27a) 
aX (bXc) =e: [a(be: ©] = (ale: be) Ji € (1. 8. 27b) 
如 果 在 (1. 8. 27a) 式 中 将 矢量 与 张 量 写成 按 基 矢量 展开 形式 , 则 得 
Ca X b) X c= (agibjg’ : (6” "ggngn)c: € 
= aib gac ga : EB gg! = aibjcte"e, 8 
利用 e 一 6 等 式 (1.8. 18) ,可 进一步 写成 
(aX b) X c= ajbjc* (O10 i— 510 i) gt 


= aibjc'g! — a,b;c’g' 


不 难看 出 这 就 是 

Ca X b) X c = (ae c)b— (be ea (1. 8. 28a) 
而 对 于 aX (bXce) 的 相应 公式 为 

aX (bxce)= (a. c)b— (a. be (1. 8. 28b) 


1.8.3.4” 张 量 的 矢 积 
上 述 矢 积 运 算 还 可 以 进一步 推广 到 张 量 。 例 如 对 于 矢量 a 和 张 量 T 可 以 定义 如 下 两 


ee eee 


种 矢 积 ( 为 简单 起 见 ,不 妨 设 工 是 二 阶 张 量 ) : 
aX T = agi X gT ag’ = aiT p gigt (1. 8. 29a) 
TX a= g Tyg’ X ag! = Trae gig, (1. 8. 29b) 
也 就 是 说 , 当 把 张 量 写 成 并 矢量 展开 形式 后 , 矢 积 算 符 作用 于 相 邻 的 两 个 基 矢 量 之 间 。 
同样 还 可 以 定义 张 量 与 张 量 的 矢 积 .混合 积 及 双重 矢 积 。 例 如 仍 以 二 阶 张 量 为 例 , 则 
可 定义 为 l 


me pee e ee e ae e Ne mm nt nee a e orem 


TxS= (Tgig’) X CSugtg') = T,Sug’'(g’ X g'g 


= TSu ”gigng’ (1. 8. 30) 
TX S= (Tg'g’) X (Sug'g') 
= (g o g')(g’i X gT Su = Ty Sie’ gn (1. 8. 31) 


T%S= (Tg'g’) ¥(Sug'g') 
= (g' X gt) (gi X 2 TS 
= Tj SC" gg， a. 8. 32) 
这 里 ,符号 “XX” 和 “六 ”的 规定 与 1.7 节 中 双 点 积 符号 的 定义 (1.7. 17a) 式 相似 ,是 指 前 一 


个 张 量 的 最 后 两 个 基 矢 量 与 后 一 个 张 量 的 前 两 个 基 矢 量 依次 ( 先 上 \` 后 下 ) 进 行规 定 的 矢 
积 或 点 积 运算 。 


习 题 

1.1 求证 : uX(v Xw)=(ue w)u—(urv)w 

FE): uX(o xw) 与 (&xm)Xxw 是 否 相 等 ? u,v ,w 为 矢量 。 

1.2 A,B,C,D 为 矢量 。 

RUE: (4AXB)X(CxD)=BCA.CxD) 一 4(B.CxD) 

=C(A + BXD)—D(A + BXC) 

1.3 求证 矢量 的 非 退 化 性 。 即 : 若 矢量 w 与 它 所 属 的 矢量 空间 中 的 任意 矢量 zx ME 
交 , 即 wu，wv 二 0, 则 矢量 v 一 0。 

1.4 BA: RÆ u,v, KE: |uev|<|ullv| 

1.5 求证 : aXb==0Sa,b 线 性 相关 。 

1.6 求证 : [a b c]=0Sa,b,c 线性 相关 。 

上 两 题 中 ,a,b,c 为 属于 同一 空间 的 矢量 。 

1.7 已 知 : 矢量 =2i 十 j 一 2K,c 一 上 十 2 十 3 天 为 笛 卡 儿 基 ; 若 将 e 分解 为 与 8 
平行 的 矢量 及 垂直 于 的 矢量 a 之 和 , 即 c=a 十 mb。 


OP iid 


RK a;mCH be a=0) 

1.8 利用 dr 二 gdx' WEH g; 是 对 称 正定 的 。 

1.9 求证 : 对 于 一 组 非 共 面 的 g; ,存在 唯一 的 gigi 也 是 非 共 面 的 。 

1.10 CA: 以 i,j,k 表 示 三 维 空间 中 笛 卡 儿 坐 标 基 矢量 ， 

g:=j+k, g.=i+k, g: =i+j 

(1) 按 公 式 (1.2.17), 求 g! ,g?,g’ 以 i,j,k 表示 的 式 子 ; (2) 求 g,,。 

1.11 根据 上 题 结果 验算 公式 : g= gg 

1.12 GA: u=2g, 十 382 一 g3,v 二 gi 一 8g 十 g3, 基 矢量 同上 题 。 运 用 1.11 题 求 得 
的 g,; 计 算 : 

(1) usu; (2) u,v 的 协 变 分 量 。 

1.13 BA: (1) 圆柱 坐标 系 如 图 1.17(a),r 二 x! 0=2’ ,zx 二 zx?。 

(2) 球 坐 标 系 如 图 1.17(b),r==zx!,0=zx? ,p=2', 


xl 


图 1.17 


R: 两 种 坐标 系 中 : 

CL) g: 通过 笛 卡 儿 基 i,;,&k 的 表达 式 , 画 出 简 图 。 

(2) Rg ,说明 e He 的 大 小 与 方向 有 何 关 系 。 

(3) 由 g R gjg”, |dr]?. 

(4) 直接 由 几何 图 形 确 定 | dr |? RK gyo 

1.14 FARM LRA zc! =0,2°=z,R,H,C 为 已 知 ( 见 图 1. 18) 。 

R: Bas Bago B? (a,p=1,2), 

1.15 二 维 空间 为 半径 为 R 的 半球 面 , 见 图 1. 19,21=0,2? =z, 

用 两 种 方法 求 e258". e002 (a,B=1,2)。 

1.16 已 知 : 圆柱 坐标 系 中 、 球 坐标 系 中 矢量 的 逆 变 分 量 vi。 利用 题 1. 13 结果 分 别 
求 两 个 坐标 系 中 的 协 变 分 量 v,。 

1.17 R: 题 1.13 所 示 圆柱 坐标 和 球 坐标 xz, 与 笛 卡 儿 坐 标 zx’ 的 转换 系数 与 8’ 。 


1.18 


(1) 已 知 : RIL Po 的 分 量 为 zw vs 
求 : 圆柱 坐标 中 wv 的 分 量 v! ,vw ,vi。 

(2) 已 知 : RIL Po 的 分 量 为 v1 ,v2 ,vs ; 

R: RAPA Po 的 分 量 vi ,wv ,vw;。 


1.19 WRAT dx* 的 长 度 ds. 
1.20” 试 求 线 元 drt 与 dr! MHA 04。 
1.21 试 证 明 若 一 张 量 的 所 有 分 量 在 某 一 坐标 系 中 为 零 , 则 它们 在 任何 其 他 坐标 系 
中 亦 必 为 零 。 
1.22 试 证 明 张 量 的 对 称 性 与 反对 称 性 与 坐标 系 无 关 。 
1.23 试 证 明 ; 4TH HAT WW Tue = E Tjin o 
1.24 BA: N 为 对 称 二 阶 张 量 ,@ 为 反对 称 二 阶 张 量 ,z 为 任意 矢量 。 
求证 : (1) ue N=Neu 


1. 25 


(2) us QN=—-Qeu 


BA: 矩阵 
i 2 8 2 1 0 
LT” ]= f 4 5|， [gsj= |1 3 0 
3 5 6 0 0 4 


Ri SRM! IST] AmB ELT! 为 对 称 , 这 两 个 矩阵 互 为 转 置 ,但 不 对 称 。 
1.26 CA: 任意 二 阶 张 量 T,S。 
求证 : TYS,, = Too ° 


LEEENA E a A a a EE EEEE 


1.27 设 一 动 点 轨迹 为 rO C0, RE) ,定义 of =lim ETAD O _ de! 


At dt ° 
求证 : vi 为 矢量 分 量 。 

1.28 由 应 变 eo 的 定义 dr， dr—dr + dr 一 2eydzidz 出 发 ,求证 sy 是 对 称 二 阶 张 量 
的 分 量 。 式 中 dz: 是 介质 的 拉 格 朗 日 坐标 的 微分 。 

1.29 BA: 坐标 系 x 中 数组 S ij) Sew oc PRS Chl’) BK: 
SGj)u'vi =SRT ut v" ,其 中 wi 与 u* ,vw 与 v! 为 两 个 任意 矢量 在 相应 坐标 系 中 的 逆 变 
分 量 。 . 

RIE: Sj ) 必 为 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 S; 。 

1.30 BA: 在 坐标 系 r 中 对 称 数组 S(i;j)==S(ji), 在 坐标 系 co PMMA 
SRV) =SWR') , 恒 满 足 SCGij)wuiwi 二 SCk'1 uk ul ,wt 与 好 为 任意 矢量 在 相应 坐标 系 中 
HATIR. 

RE: S(ij ) 为 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 S， 。 

1.31 CA: vi 为 一 矢量 的 协 变 分 量 。 


RE: Zee — 20 为 一 反对 称 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 


ax” Ix” 
1.32 CA: 二 阶 对 称 张 量 N, 二 阶 反 对 称 张 量 Q. 
求证 ; N: Q=0 


1.33 BA: T,S 为 任意 二 阶 张 量 ,T' ,ST 为 它们 的 转 置 张 量 。 
求证 : T: S=S: T=T" : ST 一 ST : T7 
1.34 CH: a,b 为 任意 矢量 ,N 为 二 阶 对 称 张 量 。8 为 二 阶 反 对 称 张 量 。 
求证 : (1) N : ab=ba: N 

(2) Q : ab=—ba: Q 
1.35 BA: 任意 张 量 T 和 度量 张 量 G。 
求证 : G。T=T=T.G 
1.36 CA: 二 阶 张 量 T,S, 对 于 任意 矢量 4a,b, 均 成 立 a. T-b=a-S+b 
KE: T=S 
1.37 已 知 : 二 阶 对 称 张 量 M,N, 对 于 任意 矢量 a, WR a+ M- b=a+N-b 
RE: M=N 
1.38 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,各 向 同性 材料 的 弹性 关系 为 

Eu = HI 一 wo2 $0"), E12 = itor 


Pe zie" 一 was 4+o")], Bee: ioe 


es = 到 [os 一 won 40%], E31 = ibn 


ie IN agli ee 


C1) 利用 商法 则 证 明 此 式 必 定 可 以 表示 为 一 个 张 量 的 代数 运算 等 式 , 写 出 其 实体 形 
式 , 说 明 等 式 中 各 阶 张 量 的 阶 数 。 

(2) 将 上 式 表 示 为 可 运用 于 任意 坐标 系 的 张 量 分 量 形式 。 

(3) 写 出 任意 坐标 系 中 的 协 变 分 量 Di 用 下 ,及 度量 张 量 分 量 表达 的 形式 ,以 及 也 
的 并 矢 表达 式 。 

1.39 已 知 : ÆA], [B], [C]=[A][B],a=det[A], 6 二 det[B], c=det[C]. 

R: 利用 置换 符号 证 明 : c=ab 

1.40 BA: 矩阵 [ai;] 中 某 两 列 的 元 素 成 比例 ,例如 : a'.1 王 ka'.s,k 为 一 个 实数 。 

R: 利用 置换 符号 证 明 : detla, )=0 

1.41 质量 为 m、 绕 定点 O 〇 以 角速度 @ 转动 的 质点 ( 见 图 1. 20) ,其 动量 矩 矢量 的 定 
MA L=mr Xw ,其 中 ,r 为 定点 O 至 质点 的 矢 径 ,o 为 质点 的 线 速度 。 . 

求证 : 工 =T. w , 式 中 了 工 为 惯性 矩 张 量 ,IT 一 [Cr。rG 一 r7 

1.42 RE 1.11 所 示 球 坐标 系 中 的 面 元 矢量 da' ,da , da’。 

1.43 设 在 二 维 空间 内 u 为 一 任意 矢量 ,wv 为 男 一 矢量 


yY =u ° E=—E€ crt 


F 


求证 : 
ou-=0 lol= lul 
(Bw =g; Xu 如 图 1.21 Bra, 8g 垂直 于 纸 面 向 外 ) 
v u 
g EBART 
图 1.20 图 1.21 


1.44 4,B,C,D 为 矢量 。 
利用 置换 张 量 求证 ; (4XB) 。(CXD) 一 (4.C)(B.D) 一 (4。D)(CB，C) 
1.45 定义 轮换 张 量 
S = Ò Egg g" 
式 中 5 一 0 一 50 
设 C 为 任意 二 阶 张 量 
C = Cg'g’ 


工 


Lc: Ss=7 C, 一 C,)grg* 即 得 到 反对 称 化 张 量 。 


求证 : +s :C= 


REAR 
1.46 定义 轮换 张 量 V=0 fn BB i828 8"8" 
式 中 = Cy 
设 了 为 任意 张 量 TST? 8888’. 
y 1 . 1 ij imn — . 
求证 : GV: THO inn Ton p88 188° g Xt EER i,j,k 的 任意 两 个 均 为 反对 称 。 
1.47 i T=T);,8'g’g,g°=T Egg NTF i,j 为 反对 称 ,坐标 系 为 右手 系 
定义 T= TY? gig sg" = T; g'g 08" 
式 中 Pea pees pee 
JE 23 .9 ae 32 .9 
PP is po Lapis 
Je 3l¢q Je 3+q 
po Lips Ley 
q Je 2 "9 Vg 21leq 
RE: 了 为 一 张 量 。 且 Tj =—/gT™ =/eT, 
Tit = VET =T! Tat, 5 —VET Var, 
1.48 BA: 2 为 二 阶 反对 称 张 量 ,矢量 四 与 O 互 为 反 偶 , 即 满足 0= 一 二 e: 9 
求证 : 对 于 任 一 矢量 w, 必 满足 CQ.x=oxr 
1.49 BA: 矢量 o 与 二 阶 反对 称 张 量 2 互 为 反 侦 。 即 满足 0= 一 二 e: 9 
求证 : Q=—e+- @=—o-e 
1.50 已 知 : 矢量 @ 与 二 阶 反 对 称 张 量 2 互 为 反 偶 , 四 一 一 款 e: 9, 矢 量 0 与 四 
平行 。 
RHE: Q. v =0 | i 
1.51 已 知 ; 矢量 oo 与 二 阶 反对 称 张 量 Qo ,矢量 oo 与 二 阶 反 对 称 张 量 Qo 分 别 互 
为 反 偶 | 
求证 : Oop ° wo = 5M : Qo 


第 2 章 二 阶 张 量 


二 阶 张 量 是 连续 介质 力学 中 最 常 遇 到 的 一 类 张 量 ,例如 应 力 张 量 、 应 变 张 量 、 变 形 梯 
度 张 量 和 正 交 张 量 等 。 还 可 以 举 出 其 它 许多 二 阶 张 量 的 例子 ,如 刚体 力学 中 的 惯性 矩 张 
量 ( 见 例 1.8) ,微分 几何 中 曲面 的 第 二 基本 张 量 以 及 度量 张 量 等 都 是 二 阶 张 量 。 虽 然 它 
们 各 自 具 有 完全 不 同 的 物理 意义 ,但 却 服从 二 阶 张 量 的 共同 性 质 ,对 此 ,本 章 将 给 予 进 一 
步 的 讨论 。 


2.1 二 阶 张 量 的 和 矩阵 


2.1.1 二 阶 张 量 的 四 种 分 量 所 对 应 的 矩阵 


任 一 二 阶 张 量 TT 总 可 以 写成 下 列 并 矢 展开 式 , 这 是 对 于 坐标 具有 不 变性 的 形式 : 
T= Tg'g’ = Trg'g; = T\jgig? = T "gi8; (2.1.1) 

此 外 ,在 任 一 给 定 坐标 系 中 张 量 也 可 用 其 分 量 来 表示 , 即 协 变 分 量 Tv WRT”, 
或 混合 分 量 T; ,Ti 。 四 种 分 量 均 随 坐标 转换 而 改变 ;但 是 ,只 要 在 一 个 特定 坐标 系 中 给 
定 四 种 分 量 的 任意 一 种 ,该 坐标 系 中 其 它 三 种 分 量 都 可 通过 指标 升降 关系 而 求 出 , 且 其 它 
任意 坐标 系 中 的 四 种 张 量 分 量 也 都 可 通过 坐标 转换 由 它 确定 。 可 见 , 任 一 给 定 坐标 系 中 
的 任 一 种 形式 的 全 部 张 量 分 量 包 含有 该 张 量 的 全 部 信息 。 

n 维 空间 中 任 一 种 形式 的 二 阶 张 量 分 量 均 含 有 n Xn 个 分 量 ,可 以 按 通 常 表示 和 矩阵 的 
方法 列 出 ,一 般 以 第 一 个 指标 符号 对 应 于 行 号 ,第 二 个 指标 符号 为 列 号 ,成 为 一 个 方 阵 。 
在 三 维 空间 中 ,可 以 列 为 3X3 的 矩阵 。 一 个 二 阶 张 量 在 同一 坐标 系 中 四 种 形式 的 分 量 分 
别 对 应 了 四 个 不 同 的 矩阵 , 记 作 元 ,Ts ,Ts 和。 


Tu Tiz Tis 

% = |Ta Tox Tes }= [Ti ] (2.1. 2a) 
Ts Tz T; 
TE P? T 

T, = = T? n|- ET] (2. 1. 2b) 
Pie eee Ta 


OO 


Ty Ti Tiy | 
Ta = z Ts z|- [Ti] (2.1. 2c) 
T-T T} 
Tui T? Ts 
j= TA TT | = Ere] (2. 1. 2d) 
T T? T! 
根据 张 量 分 量 的 指标 升降 关系 ,有 
Ti = Tig = eal = EuT” gmj (2. 1. 3a) 
因此 ,二 阶 张 量 的 上 述 四 个 矩阵 之 间 满 足以 下 关系 : 
' T= Tg, =E, = 8.2, (2. 1. 3b) 
其 中 g, 是 度量 张 量 协 变 分 量 Zij FARA AE RE 
8&u 8&2 813 
& = e B22 e|- Lai J — (2.1.4) 
31 832 §33 


在 一 般 情 况 下 ,二 阶 张 量 的 四 个 矩阵 各 不 相等 。 应 特别 指出 , 切 不 可 将 mm 5 r 
混淆 : l 


T =g Rg, (2.1.5) 
BPA Tn 与 ma 一 般 并 不 具有 相同 的 矩阵 元 素 。 通 常 如 不 加 说 明 ,定义 5 为 张 量 的 矩阵 : 
[T]= [T}]= t (2.1.6) 


只 有 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,这 四 个 矩阵 才 相同 。 

二 阶 张 量 与 矩阵 虽然 有 上 述 对 应 关系 ,但 它们 并 非 全 能 一 一 对 应 。 例 如 : 首先 ,矩阵 
并 非 只 包括 方 阵 , 而 二 阶 张 量 只 能 对 应 方 阵 ; 其 次 ,在 一 般 坐 标 系 中 ， RKE 5 Be 
阵 、 对 称 ( 或 反对 称 ) 张 量 与 对 称 ( 或 反对 称 ) 和 矩阵 不 能 一 一 对 应 ;第 三 ,二 阶 张 量 的 某 些 运 
算 不 完全 能 用 矩阵 的 运算 与 之 互相 对 应 。 


2.1.2 二 阶 张 量 的 转 置 ,对 称 、 反 对 称 张 量 及 其 所 对 应 的 矩阵 


按照 1. 7.7 节 对 于 任意 阶 转 置 张 量 的 定义 , (2. 1. 1) 式 所 表示 的 二 阶 张 量 T 的 转 置 
KTH 
T= (T )sg'g’ = (T g'g; = (T gg? = (TT) gg; 
= Tg'g’ = Tig'g; = T;'gigi = Tiigig; 
注意 到 了 与 石 的 分 量 之 间 关 系 为 : 若 基 张 量 不 变 , 分 量 的 第 一 、 二 指标 互 换 ， 但 指标 的 协 
变 、 逆 变性 质 不 变 , (2. 1.7a) 式 的 分 量 形式 为 
(TY); = Ti, (TOY = Ti, (TDi = T}, (TD =T” (2.1.7b) 


(2. 1. 7a) 


ME A ede 


上 式 的 矩阵 形式 为 


at 一 (rrDTr 一 (CT = CaP)?” = Cat? (2.1.7c) . 


上 述 各 式 中 均 以 “”” 号 表示 张 量 或 矩阵 的 转 置 。 注 意 (2. 1. 7c) 式 说 明 两 个 互 为 转 置 
Wake. EH n 或 和 矩阵 亦 分 别 互 为 转 置 ,而 转 置 张 量 TA) t EEM T H T 和 矩阵 互 
为 转 置 ,五 的 m ATH T 矩阵 互 为 转 置 。 如 将 (2. 1. 7a) 式 更 换 哑 指 标 , 转 置 张 量 也 可 以 
写作 

T = T ogigi = Ti gig, = Teg’ = Tig,g, (2.1.7d) 
相当 于 将 张 量 的 并 矢 式 (2. 1. 1) 中 分 量 保持 不 变 , 交 换 基 矢量 前 后 顺序 的 结果 。 此 外 ， 
还 有 


(T) =T (2.1.8) 
若 张 量 为 对 称 二 阶 张 量 N, 按 照 定 义 应 有 
N 一 NT (2. 1. 9a) 
上 式 的 分 量 表 示 式 为 
N,=N,, ON SN N=N;, N? =N” (2. 1. 9b) 
其 矩阵 具有 以 下 的 性 质 
Wa = NT, oY = CNT, eM SMT, oY = oN” = (a)? 
l (2.1.90) 


由 上 式 可 见 : 对 称 张 量 所 对 应 的 Al n SESE REM Tt 和 7 EER E 
TPR ME T AN” oY Al oN” 一 般 还 是 不 同 的 矩阵 。 
同 理 , 若 张 量 为 反对 称 二 阶 张 量 2 Ml 


Q =— Q" (2. 1. 10a) 
Qy =— Gji Q =— i Ha A, Se (2. 1. 10b) 
tP=— t? =— (49), 9=— (19)", 29 =— (79)T 

tf =— rf =— (09)? (2. 1. 10c) 


反对 称 张 量 所 对 应 的 和 5 矩阵 是 反对 称 和 矩阵 ,而 和 ma ERS E PE. 
只 有 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,指标 不 需 再 区 分 上 下 , 张 量 的 四 种 分 量 无 区 别 ,对 称 ( 或 反对 
称 ) 张 量 对 应 的 四 种 矩阵 均 无 区 别 地 对 称 ( 或 反对 称 ) 。 


2.1.3 二 阶 张 量 的 行列 式 


二 阶 张 量 所 对 应 四 种 不 同 的 抢 阵 分 别 具 有 不 同 的 行列 式 值 。 由 (2. 1. 3b) 式 知 
det(t,) = gdet(t,) = gdet(t,;) = g*det(t,) (2.1. 11a) 
通常 ,定义 3 的 行列 式 为 张 量 工 的 行列 式 
detT = det(t7) (2.1.11b) 
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由 于 两 个 互 为 转 置 的 矩阵 的 行列 式 值 相 等 ,所 以 . 
det(t?) = det(t?), det(t? ) = det(r?) (2.1. 12a) 
det(t?") = det(t2) = det(t?) = det(t?" ) (2.1. 12b) 
故 两 个 互 为 转 置 的 张 量 的 行列 式 相 等 
detT = detT™ (2.1.13) 


214 二 阶 张 量 的 代数 运算 与 矩阵 的 代数 运算 


CL) 张 量 的 相等 . 相 加 、 标 量 与 张 量 相 乘 等 代数 运算 均 与 矩阵 运算 一 一 对 应 。 
(2) 求 二 阶 张 量 的 迹 trT: 即 对 二 阶 张 量 分 量 进行 缩 并 运算 ,对 应 于 求 mm CR n) E 
的 对 角 线 元 素 之 和 。 
ef = Ti = Ti+ T+ Th = Ti (2.1.14) 
(3) 二 阶 张 量 与 矢量 的 点 积 一 一 线性 变换 : 二 阶 张 量 了 在 右边 点 乘 矢 量 z 得 到 另 一 
个 矢量 w 
w=T-u (2.1. 15a) 
上 式 的 分 量 形式 为 
w = Tiju’ (2. 1. 15b) 
上 式 相 当 于 工 的 7 和 矩阵 乘 以 列 阵 [wi ] 得 到 列 阵 [ww] 的 矩阵 运算 。(2. 1. 15) 式 表示 的 运 
算 具 有 线性 性 质 . 
T+ (oz 二 po) 一 orz 二 6pT .ab (2.1.16) 
式 中 a, 为 任意 实数 ,wm 为 任意 矢量 。 所 以 ,与 矩阵 相同 ,二 阶 张 量 也 对 应 于 一 个 线性 
变换 , 称 为 映射 。 每 一 个 二 阶 张 量 都 定义 了 一 个 将 矢量 空间 的 任 一 矢量 w 映射 为 男 一 矢 
Bo 的 线性 变换 。 
与 此 类 似 地 ,二 阶 张 量 了 在 左边 点 乘 矢 量 & 得 到 另 一 个 矢量 1 为 
t=u-T (2.1. 17a) 
t =uT; (2.1.17b) ` 
上 式 相 当 于 行 阵 [wi ] 乘 以 T 的 7, EEIEIE A. ME E X F F — 
个 ut 与 w 一 般 并 不 相等 ,但 实际 上 左 点 乘 相当 于 将 工 的 转 置 张 量 TT 进 行 右 点 乘 。 即 
T-u=u-T* (2.1.18) 
通常 采用 (2.1. 15) 式 所 定义 的 线性 变换 , 故 定义 n 为 张 量 工 的 矩阵 。 只 有 当 了 为 对 
称 二 阶 张 量 时 , 右 点 乘 式 (2. 1. 15) 与 左 点 乘 式 (2. 1. 17) 才 相等 。 


Neu=u-N ( 当 NN 为 对 称 ) (2.1.19) 
以 及 
Qeu=—-Qeu ( 当 吕 为 反对 称 ) | (2. 1. 20) 


一 个 矩阵 对 应 于 一 个 双 线 型 函数 ,而 一 个 二 阶 张 量 分 别 左 . 右 点 乘 任意 二 个 矢量 也 对 


er See 


应 于 一 个 双 线 型 函数 , 即 


flr'sy)= Try =x+T+y=T: xy (2. 1.21a) 
同时 ,如 同 对 称 和 矩阵 一 样 ,一 个 对 称 二 阶 张 量 也 对 应 于 一 个 二 次 型 
FT 一 Nozz =x Nex (2. 1.21b) 


(4) 二 阶 张 量 与 二 阶 张 量 的 点 积 : 二 阶 张 量 A 与 二 阶 张 量 B 的 点 积 仍 为 二 阶 张 量 ， 
设 为 C, 即 


C=A-B (2.1, 22a) 
Cy SAB C) = AT Be (2. 1. 22b) 
the? eye te (2.1. 22c) 


以 上 3 RIIIE oA Bt AY SE RTE SK op eT A AA PET KR ARH PE RIE SK 
积 的 对 应 关系 仅 对 zt ,Ts EER IIF ,Tt FU AREA. HT 
jy = AB, Ci = A*B 
所 以 
T= TITS, T= tit? 
EME E E), An E EHRE I AE A BE E E ,二 阶 张 量 点 积 的 顺序 也 是 不 能 交换 的 。 
(5) 二 阶 张 量 的 有 些 运 算 没 有 相应 的 矩阵 运算 ,例如 并 乘 运 算 。 
总 之 ,虽然 矩阵 与 二 阶 张 量 属于 两 种 不 同 的 概念 ,但 一 个 二 阶 张 量 总 可 以 在 一 定 的 坐 
标 系 下 将 其 某 种 分 量 用 和 矩阵 表示 。 于 是 二 阶 张 量 的 一 些 运算 就 可 以 表示 成 对 应 的 矩阵 运 
算 , 许 多 关于 和 矩阵 代数 学 的 结论 就 可 以 推广 应 用 到 二 阶 张 量 。 


2.2 正则 与 退化 的 二 阶 张 量 


2.2.1 关于 映射 的 几 个 定理 


二 阶 张 量 将 整个 矢量 空间 中 任 一 矢量 映射 为 矢量 , 见 (2.1.15) 式 ;任意 二 阶 张 量 将 零 
矢量 映射 为 零 矢量 。 证 明 如 下 : 
T.0=T. (Ou) =0(T.u=0 (2.2.1) 
由 (2. 2.1) 式 及 第 1 章 中 矢量 集 线 性 相关 的 定义 易 证 以 下 定理 。 
定理 ”任意 二 阶 张 量 将 一 个 线性 相关 的 矢量 集 映 射 为 线性 相关 的 矢量 集 。 
证 明 设 矢量 集 wu( 让 (i 二 1,2,…, 了 线性 相关 , 则 存在 不 全 为 零 的 实数 a(i) ,使 得 


I 
>) Duli) = 0 
1=1 
I I 
0 = T+ 5) Dui) = >) ai (T+ uli) ) (2. 2.2) 
1=1 


i=1 
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至 于 二 阶 张 量 了 是 否 将 一 errr errr 则 取决 于 下 一 
小 节 所 述 二 阶 张 量 了 的 正则 或 退化 性 质 。 
定理 ”三维 空间 中 任意 二 阶 张 量 T 将 任意 矢量 组 u,v ,w 映射 为 男 一 矢量 组 ,满足 
[Teu T-v T-wl=detTlu v w] (2. 2.3) 
证 明 [Teu Tev Te wl=¢;,Tiu'T!,v"T iw" 
=6j2€imn T aTi T by u'u™w" eT TLT t; ’imat'v"w" =detTLu v w] 
混合 积 L[w w wl 代表 了 3 个 矢量 构成 的 平行 六 面体 体积 ,所 以 (2. 2. 3) 式 的 物理 
意义 是 : detT 等 于 T 对 矢量 组 所 做 映射 前 后 该 矢量 组 所 构成 的 平行 六 面体 的 体积 比 。 三 
维 空间 中 3 个 矢量 是 否 线性 相关 取决 于 它们 的 混合 积 是 否 为 零 。 


2.2.2 正则 与 退化 


定义 ”行列 式 值 不 为 零 (detT 取 0) 的 二 阶 张 量 T 称 为 正则 的 二 阶 张 量 ; 否 则 称 为 退 
化 的 二 阶 张 量 。 
显然 ,如 果 二 阶 张 量 工 是 正则 的 , 则 它 的 转 置 张 量 T 也 是 正则 的 。 正则 的 二 阶 张 量 
具有 以 下 重要 性 质 。 
(1) 定理 二 阶 张 量 T 是 正则 的 必要 且 充 分 条 件 是 将 每 一 组 线性 无 关 的 矢量 组 u(i) 
(i 二 1,2,3) 映 射 为 男 一 组 线性 无 关 的 矢量 组 T + ui) G=1,2,3), 
根据 (2. 2. 3) 式 易 证 此 性 质 。 换 言 之 ,二 阶 张 量 了 工 必 将 线性 无 关 的 矢量 集 映 射 为 线 
性 无 关 的 矢量 集 , 其 条 件 是 二 阶 张 量 了 是 正则 的 ,而 退化 的 二 阶 张 量 则 将 线性 无 关 的 矢 
量 组 可 能 映射 为 线性 相关 的 矢量 组 。 
此 定理 的 另 一 种 表达 方式 为 ; 
二 阶 张 量 T 是 正则 的 必要 且 充 分 条 件 是 T.u=0, 当 且 仅 当 u=0; 
或 者 ,二 阶 张 量 了 是 退化 的 必要 且 充 分 条 件 是 存在 zw 天 0 使 得 T .wu=0， l 
(2) 正则 的 二 阶 张 量 工 映射 的 单 射 性 对 于 任意 2 个 不 等 的 矢量 uv wT RAY 
后 仍 不 相等 TuATo 。 
(3) 正则 的 二 阶 张 量 T 映射 的 满 射 性 
定义 ”对 于 正则 的 二 阶 张 量 T, 必 存在 唯一 的 正则 二 阶 张 量 TO ,使 
T-T'=T"-T=G (2.2.4) 
T 一 称 为 正则 的 二 阶 张 量 的 逆 , 正 则 的 二 阶 张 量 也 称 为 可 逆 二 阶 张 量 。 
可 证 正则 二 阶 张 量 的 逆 张 量 的 矩阵 等 于 原 张 量 的 逆 和 矩阵 
[T-]= [TJ (2. 2.5) 


@ 见习 题 2. 13 ,读者 自 证 
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det(T™') = 5, (2. 2.6) 
(TD =T (2.2.7) 
(TT) = (T™)" (2. 2, 8)® 


满 射 性 ”对 于 正则 二 阶 张 量 了 对 任意 矢量 w 所 做 的 线性 变换 T， zx 一 w, 必 存在 唯一 
WAER, ET’ .w=u 。 
JB AGH) — BTS EA FE TE, ITT ON Ae EE eA ESS EE: 


23 二 阶 张 量 的 不 变量 

本 节 中 均 采 用 张 量 了 的 r, 和 矩阵 所 对 应 的 混合 分 量 ;进行 讨论 ,限于 三 维 空间 。 
23.1 张 量 的 标量 不 变量 

二 阶 张 量 了 一 T58,8; 的 分 量 与 基 张 量 均 随 坐标 转换 而 变换 ,从 而 保证 了 其 实体 对 于 
坐标 的 不 变性 。 但 如 果 对 这 些 随 坐 标 转换 而 变化 的 张 量 分 量 进 行 一 定 的 运算 (例如 : 这 
些 运算 可 以 由 几 个 了 自身 进行 ,也 可 由 了 与 度量 张 量 G 或 置换 张 量 e 进行 ), 就 可 以 得 到 


一 些 不 随 坐 标 转换 而 变化 的 标量 , 这 种 标量 称 为 张 量 工 的 标量 不 变量 ,简称 为 张 量 的 不 
变量 。 例 如 


G:T=G+-T=6'T',=T',=trT=C (2.3.1) 
Te T= TTi= tT. T) =G (2. 3. 2) 
ea 下 一 Cs (2.3.3) 


此 处 G1,C; ,C; 都 是 标量 。 通 常 对 于 一 个 二 阶 张 量 可 以 写 出 许多 这 种 标量 不 变量 。 
2.3.2 二 阶 张 量 的 三 个 主 不 变量 
在 二 阶 张 量 的 各 种 不 变量 中 ,下 式 所 定义 的 三 个 不 变量 称 为 主 不 变量 


fA =G:T=6;T',=T', (2. 3. 4a) 
f= SOUT TI = FTP TiTi) (2. 3. 4b) 
= 1 tjk £ : n 1 ajk l mpna __ 
A Dp DG A BA ee TTT”, = detT (2. 3. 4c) 
31 了 6 lmn J 
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A = Tat Ti+ Ti; (2. 3. 5a) 
Ti T TE. T Pe che 

Gos oe | ee ae (2. 3. 5b) 
T As Ti T% T; Ts; TF 
Tar Tor Ti 

a= ES Toz Th (2. 3. 5c) 
Ta Th Th 


二 阶 张 量 了 对 任意 线性 无 关 的 矢量 w,o ,w 进行 线性 变换 满足 ? 
[T-u v w]+[u Tev wilt+lue v Tewl=flu v w] (2. 3. 6a) 
[Tou Tev w]ļ+[u Tev Tew]+[(Teu v Tewl=f[u v w] 


(2. 3. 6b) 

[Teu Tev Tewl=flu v w] (2. 3. 6c) 
对 于 正则 二 阶 张 量 T, 还 有 Nanson 公式 2 

(Tew) X(T+0) = f(T) ax v) (2.3.7) 


2.3.3 OKERE 


BE Si , 兄 , 砚 这 三 个 主 不 变量 外 ,比较 重要 的 二 阶 张 量 不 变量 是 矩 ,” 个 二 阶 张 量 了 依 
次 点 积 ( 仍 是 二 阶 张 量 ) 再 求 迹 得 到 ” 阶 矩 A 


fi =tT=T'. (2. 3. 8a) 
fo =T. TD = TiTi, (2. 3. 8b) 

$ = (T. T. D = T TT (2. 3. 8c) 
£ ; 


二 阶 张 量 的 矩 用 L , 色 彼 此 之 间 是 三 个 互相 独立 的 不 变量 ,但 它们 与 主 不 变量 AOL. 
碎 之 间 是 互 不 独立 的 。 可 以 证 明 它 们 之 间 满 足 : 


f =A (2. 3. 9a) 
fo oes (fi)? < 2 (2. 3. 9b) 
pA = CY)’ = 3AA + 3f (2. 3. 9c) 
以 及 
A =f (2. 3. 10a) 
f= 5h - $1 (2. 3. 10b) 
S Lips pe Pys 
A= aca ) 一 7A £+ zA (2. 3. 10c) 


O 其 证 明 见 习题 2. 4。 
© 其 证 明 见 习题 2. 20。 
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而 高 于 3 阶 的 矩 (例如 ,外 =T TT MIA A A 互 不 独立 .0 

一 个 二 阶 张 量 可 以 有 许多 标量 不 变量 。 但 是 ,由 2. 6. 1 节 的 讨论 可 知 ,三 维 空间 中 对 
称 二 阶 张 量 有 6 个 独立 分 量 ,只 有 3 个 独立 不 变量 ; 非 对 称 二 阶 张 量 有 9 个 独立 分 量 ,只 
有 6 个 独立 不 变量 。 


2.4 二 阶 张 量 的 标准 形 


三 维 空间 中 一 个 二 阶 实 张 量 的 9 个 分 量 都 是 实数 ,坐标 转换 时 这 9 个 分 量 将 发 生变 
化 ,本 节 讨 论 当 坐标 转换 至 什么 情况 下 (与 初始 坐标 系 的 转换 关系 如 何 ) 此 二 阶 张 量化 为 
标准 形 的 问题 。 相 当 于 在 矩阵 代数 学 中 ,通过 初等 变换 将 一 个 矩阵 化 为 标准 形 与 求 特征 
值 的 问题 。 求 标准 形 的 问题 在 力学 ,物理 学 中 有 着 广泛 的 应 用 。 例 如 ,对 于 一 个 应 力 ( 或 
应 变 ) 状 态 的 9 个 应 力 (或 应 变 ) 分 量 通过 坐标 转换 求 主 应 力 (或 主 应 变 ) 和 主 方向 ;已 知 在 
一 个 坐标 系 中 曲面 的 曲率 和 扭 率 求 其 主 曲率 ;等 等 。 本 节 对 于 对 称 二 阶 张 量 与 非 对 称 二 
阶 张 量 分 别 予以 讨论 , 实 对 称 二 阶 张 量 总 可 以 化 为 对 角 型 标准 形 且 主 方向 互相 正 交 ;但 是 
非 对 称 二 阶 张 量 不 一 定 能 化 为 对 角 型 标准 形 且 主 方向 不 正 交 。 i 


2.4.1 实 对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 


2.4.1.1 基本 概念 
为 便于 讨论 ,我 们 先 不 加 证 明 地 给 出 一 些 基 本 概念 ,然后 再 予以 证 明 , 有 些 证 明 将 放 
在 习题 中 由 读者 完成 。 
定义 ”对 于 一 个 实 对 称 二 阶 张 量 
N = N. gig’ (2.4.1) 
(上 式 中 g 是 初始 坐标 系 的 基 矢 量 ) ,必定 存在 一 组 正 交 标准 化 基 ei ,e; ,e; ,在 这 组 基 中 ， 
N 化 为 对 角 型 标准 形 


N = Nielel + N2626, 十 Nieses (2, 4. 2a) 
其 对 应 的 矩阵 是 对 角 型 的 , 即 
N, 0 0 
N=|0 N, 0 (2. 4. 2b) 
0 0 N: 


称 Ni,Ns,NN; 为 张 量 N 的 主 分 量 , 正 交 标准 化 基 e ,e; ,es 的 方向 为 张 量 N 的 主轴 方向 
(或 主 方向 ) ,对 应 的 笛 卡 儿 坐标 系 称 为 张 量 N 的 主 坐标 系 。 


@ 利用 第 3 章 中 的 (3.4.8) 式 可 证 A =t. T. Te D=fA Ss Adi +f 


ad. 


ee L 


今后 我 们 需 证 明 : (1) 对 称 二 阶 张 量 必定 存在 实 的 主 分 量 ; (2) 主 方向 互相 正 交 。 

2.4.1.2 对称 二 阶 张 量 的 特征 方程 

本 小 节 将 给 出 N 的 主 分 量 是 它 所 对 应 的 特征 方程 的 根 ,而 主 方向 则 是 相应 的 特征 矢 
量 方向 。 

设 矢 量 a 的 方向 是 N 的 一 个 主 方向 , 则 根据 (2. 4.1) 式 及 主 方向 的 定义 ,N 将 a 映射 
为 与 其 自身 平行 的 矢量 ,并 加 以 放大 (或 缩小 ) , 设 倍数 为 ,按照 定义 ,4 是 a 所 对 应 的 主 
分 量 , 即 


N-a=Aa (2. 4. 3a) 
上 式 的 分 量 形式 为 : 
Nia Sta (i=1,2,3) (2. 4. 3b) 
ERP N. 是 (2.4.1) 式 中 初始 坐标 系 中 的 分 量 。(2. 4. 3b) 式 还 可 以 写作 
QA;—N)a =0 (i=1,2,3) (2. 4. 3c) 
其 展开 式 为 


(A— N},)a! — Nia’— Na = 
—Nia+A—N,)a—N,a®? =0 (2. 4. 3d) 
— Ni a — Nia’ + (A— Ni, a? = 0 
RE a G=1,2,3) 的 一 组 齐 次 线性 代数 方程 组 ,对 其 求解 可 以 得 到 wwG=1,2,3) 的 比值 ， 
即 矢量 a 的 方向 。(2. 4. 3) 式 存在 非 零 解 的 条 件 是 其 系数 行列 式 值 为 零 , 即 
AQ) = det(Ad:— Ni,) = 0 (2.4.4) 

H C2. 4. 3d) 和 (2. 3. 5) 式 易 知 : (2.4.4) 式 中 4 的 系数 就 是 N 的 3 个 主 不 变量 LN A A, 
可 证 得 

AQ) = — $V 4+ Ha— fy (2.4.5) 
(2.4. 4) 式 称 为 张 量 N 的 特征 方程 ,行列 式 (2. 4. 5) 称 为 张 量 N 的 特征 多 项 式 。N 的 特征 
方程 是 三 次 代数 方程 ,有 三 个 根 4, 称 为 特征 根 ,也 就 是 张 量 N 的 主 分 量 。 当 三 个 特征 根 
为 非 重 根 时 ,分 别 对 应 有 方程 组 (2. 4. 3d) 的 三 组 ai(j 二 1,2,3) 的 非 零 解 ,各 自 构 成 不 同 
的 矢量 方向 , 称 为 特征 矢量 ,也 就 是 与 主 分 量 相对 应 的 N 的 三 个 主 方向 。 

2.4.1.3 ” 实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 根 必 为 实 根 

实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 必定 具有 3 个 实 根 ,其 证 明 如 下 。 

设 特征 方程 (2. 4. 4) 有 一 个 复 根 \, 由 于 其 系数 全 为 实数 , 故 》 MOSER te 
特征 方程 的 另 一 个 根 。 如 果 、 对 应 的 特征 矢量 是 a (其 分 量 也 涉及 复数 ) ,71 对 应 的 特征 矢 
量 就 应 是 a( 其 各 分 量 是 a HINA RYH. 
N- a=ìa, Ne 


由 a 
可 得 a. N-a=ìa»a a*N*a=Aa-a 
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BA N 对称, 以 上 两 式 的 左 端 相等 ,a，N， a 二 a，N，4a, 故 其 右 端 也 相等 , 即 (4 一 4)a。 
a 二 0。 注 意 到 a。，a 关 0, 故 4 一 4 二 0,4 是 实数 。 

2.4.1.4” 实 对 称 二 阶 张 量 主 方向 的 正 交 性 

当 对 称 二 阶 张 量具 有 3 个 不 等 的 实 根 ,和 ,hh BAL AL A; OT OA = E 
方向 a,,a,,a; 是 唯一 的 且 互 相 正 交 。 其 证 明 方 法 与 前 一 小 节 类 似 , 读 者 可 作为 习题 
自 证 。 

当 实 对 称 二 阶 张 量 有 重 根 时 ,主轴 方向 将 不 是 唯一 的 。 此 时 将 重 根 代入 方程 
(2.4. 3d) 时 ,其 系数 矩阵 的 秩 将 小 于 2。 当 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 具有 2 个 相等 的 实 
AREY i d =A, AA, BA, 对 应 的 主 方向 a 是 一 个 确定 的 主 方向 ,与 a 垂直 的 平面 内 任 
意 方向 均 是 主 方向 ,可 任 取 其 中 2 个 互相 正 交 的 方向 asa 为 主 方向 。 当 对 称 二 阶 张 量 
N 的 特征 方程 具有 3 重 实 根 时 ,在 空间 任 一 组 正 交 标准 化 基 中 N 都 化 为 对 角 标 准 形 , 称 
这 种 张 量 为 球形 张 量 , 记 作 P。 球形 张 量 的 主 分 量 为 


和 sf (2. 4. 6a) 


P= Tac (2. 4. 6b) 
综 上 所 述 ,无 论 实 对 称 二 阶 张 量 的 特征 方程 是 否 有 重 根 ,总 可 以 选择 一 组 笛 卡 儿 和 坐标 
系 为 其 主 坐标 ,坐标 轴 方 向 为 其 主 方向 。 
2.4.1.5 “ 实 对 称 二 阶 张 量 所 对 应 的 线性 变换 pyas 
由 (2. 4. 2a) , (2. 4. 3a) 式 可 知 , 实 对 称 二 阶 张 量 N 所 对 | 
应 的 线性 变换 是 将 N 的 三 个 主 方向 上 的 矢量 ai ,as ,as 映射 
为 平行 于 其 自身 的 方向 ( 同 向 或 反 向 ) 的 矢量 , 且 各 自 放大 


Ni,Nz,N: 倍 ,如 图 2.1 所 示 。 即 Na 
Nea, = Nia ; 
N. a, = N,a, Z Na 
Nea; = Nya; (2.4.7) 图 2.1 对 称 二 阶 张 量 的 映射 
ee 
N= a Naa = yea 2 + ae (2. 4. 8) 


2416 主 分 量 是 当 坐 标 转换 时 N 的 混合 分 量 对 角 元 素 之 驻 值 
证 明 此 命题 涉及 求 函 数 N, =p Nis N?y =B7 BLN}; s Ny 二 B，BiN', 的 条 件 极 值 
问题 ,其 条 件 是 当 进 行 坐 标 转换 时 ,转换 系数 (函数 的 自 变量 ) 应 满足 


BiBv=1, BBy=1, BBy= 1 (2.4.9) 
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以 N'* 为 例 , 证 明 当 进行 坐标 转换 时 ,使 Ni' 取 驻 值 的 条 件 就 是 与 (2. 4. 3c) 式 相同 的 求 齐 
次 线性 代数 方程 组 的 特征 值 与 特征 矢量 问题 。 若 引入 拉 格 朗 日 乘 子 4, 则 问题 化 为 求 下 
列 函 数 9 的 无 条 件 极 值 问题 


p = Pi BiN: 一 08187606; 一 1) (2.4.10) 
使 函数 p 取 极 值 的 条 件 为 dp 二 0, 即 
0 = dg = ($; Ni, — 28 iB} ) dB (BINE, — 28 iB’, dB! (2.4.11) 


由 于 dBi, ,dB! 的 任意 性 ,使 (2. 4. 11) 式 得 到 满足 的 条 件 是 
(Ni, — 28); = 0G = 1,2,3), 以 及 (CN 一 0 人 0 一 0G = 1,2,3) 

同 理 , 有 

(Ni; —49))B' = 0, 以 及 (CN 一 0 一 0 (2.4.12) 
由 (2.4. 12) 式 ,使 转换 系数 8' (i 二 1,2,3;i 二 1,2,3) 有 非 零 解 的 条 件 是 A(X) = det (adi — 
Ni 二 0, 此 式 就 是 N 的 特征 方程 (2.4.4) 式 。 解 得 拉 格 朗 日 乘 子 的 3 个 根 , 便 可 求 得 
对 应 的 转换 系数 B; 及 相应 的 坐标 zx" 的 方向 ,这 就 是 使 N',, N,N’, 取 驻 值 的 方向 ,显然 
ES N 的 主 方向 是 完全 一 致 的 。 将 (2. 4.12) 第 1 式 给 出 的 p 代入 张 量 分 量 的 坐标 转换 
关系 还 可 以 得 到 

Ni, = P BLN: = ao, (2. 4, 13) 

该 式 说 明 在 r DAP N 的 矩阵 的 非 对 角 元 素 均 为 零 ,而 对 角 元 素 为 拉 格 朗 日 乘 子 )， 
也 就 是 N 的 特征 方程 的 根 。 

2.4.1.7 ”对称 二 阶 张 量 标准 形 的 应 用 

例 2.1 连续 介质 力学 中 最 常用 的 应 力 张 量 6、 应 变 张 量 e 等 都 是 对 称 二 阶 张 量 。 从 
本 节 的 分 析 可 知 ,对 于 三 维 空间 中 任意 的 应 变 (或 应 力 ) 状 态 , 必 定 都 (至 少 ) 存 在 三 个 互相 
正 交 的 主 方向 ,在 此 方向 上 ,只 有 正 应 变 (应 力 ) ,没有 剪 应变 (应 力 ) , 称 为 主 应变 ( 应 力 )。 
三 个 沿 主 方向 的 线 元 受到 应 变 张 量 8 的 作用 后 ,只 有 伸缩 变形 ,没有 角 变 形 。 当 坐标 轴 旋 
转 时 , 正 应 变 ( 应 力 ) 的 驻 值 为 3 个 主 应 变 ( 应 力 ) 。 

例 2.2 例 1.8 已 证 明 惯 性 矩 张 量 工 是 对 称 二 阶 张 量 。 任 取 一 组 3 个 正 交 标准 化 
基 江 的 6 个 分 量 (惯性 矩 与 惯性 积 ) 随 坐标 轴 旋 转 而 变化 ,必定 存在 3 个 使 惯性 矩 取 驻 值 
的 方向 , 称 为 惯性 主轴 方向 ,刚体 对 于 此 3 轴 的 惯性 积 为 零 。 

例 2.3 比例 张 量 与 相似 张 量 在 塑性 力学 中 描述 比例 加 载 时 需 用 到 比例 加 载 的 概 
念 ,其 定义 如 下 : 若 有 两 个 二 阶 张 量 了 与 T ,在 同一 坐标 系 中 ,其 9 个 分 量 均一 一 对 应 地 
成 比例 , 则 称 这 两 个 张 量 是 比例 张 量 。 

由 于 对 称 二 阶 张 量 必定 具有 3 个 互相 正 交 的 主 方向 ,所 以 对 于 对 称 二 阶 张 量 N 与 

入 ,只 要 它们 的 主 方向 相同 , 且 其 对 应 的 主 分 量 成 比例 , 即 


Ni _ Nz _ Ns 
N7 =N N (2.4.14) 
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则 此 两 个 对 称 二 阶 张 量 就 是 比例 张 量 。 如 果 两 个 张 量 只 满足 (2.4. 14) 式 而 主轴 方向 不 一 
定 相同 , 则 称 两 张 量 相似 。 


2.4.2 非 对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 


对 非 对称 二 阶 张 量 T, 也 需 讨 论 通过 坐标 转换 化 为 某 种 形式 的 标准 形 的 问题 ,以 便 对 
其 本 质 有 更 深入 的 了 解 。 让 我 们 参照 讨论 对 称 二 阶 张 量 的 办 法 建立 它 的 特征 方程 。 设 存 
在 某 个 方向 的 矢量 a ,任意 实 二 阶 张 量 T 将 a 映射 为 平行 于 其 自身 的 矢量 并 放大 X 
倍 。 即 


T.a=Aa (2. 4. 15a) 
其 分 量 形式 为 
0;— Ti)ai=0 G=1,2,3) (2. 4. 15b) 
与 对 称 二 阶 张 量 的 (2. 4. 4) , (2. 4. 5) 式 类 似 , 非 对 称 二 阶 张 量 T 的 特征 方程 为 
AA) =P Yi +f A-f = 0 (2. 4. 16) 


与 实 对 称 二 阶 张 量 不 同 ,对 上 述 特征 方程 不 一 定 能 找到 3 个 实 根 , 对 应 3 个 主 方向 ,使 张 
量 了 在 由 这 3 个 方向 构成 的 坐标 系 中 化 为 对 角 标 准 形 。 
由 于 张 量 T 的 分 量 . 从 而 其 不 变量 是 实数 , 故 特征 方程 (2. 4. 16) 是 一 个 实 系数 方程 ， 
它 必定 有 一 个 实 根 , 记 作 4;。 设 对 应 的 特征 矢量 为 g , 取 其 作为 一 个 基 矢 量 , 则 
T+ g3 一 4383 (2. 4. 17a) 
任 选 与 g; 线性 无 关 的 矢量 gi ,8g; ,与 g; 构成 一 组 基 矢 量 , 则 根据 (2. 4. 17a) 式 , 张 量 了 对 
于 这 组 基 矢 量 的 并 矢 展 开 式 与 相应 的 矩阵 分 别 为 
T= Ti gig ed 


To, T}, 0 
EP pe ae Ta- 0 (2. 4. 18) 
Ti Tiy À 


是 否 能 进一步 选择 g1 ,8g: ,使 上 述 张 量 的 矩阵 化 为 某 种 形式 的 标准 形 ( 不 一 定 是 对 角 标 准 
形 ) 呢 ? 这 取决 于 特征 方程 (2.4.16) 有 什么 性 质 的 根 。 下 面 按照 特征 方程 有 重 根 和 无 重 
根 两 种 情况 分 别 进行 讨论 。 

2.4.2.1 特征 方程 无 重 根 的 情况 

特征 方程 (2. 4. 16) BAB AL AA, AA, 时 有 两 种 可 能 

(1) 特征 方程 具有 3 个 不 等 的 实 根 
同 的 特征 矢量 gi ,gz ,gs 。 可 证 它们 必定 线性 无 关 , 故 此 3 个 特征 矢量 可 以 构成 一 组 基 矢 
量 。 现 用 反 证 法 证 明之 。 

设 gogog 线性 相关 , 即 存在 一 组 非 零 的 系数 ci ,cs ,cs ,使 得 


A, HX., EAT AL ,hy As 分 别 对 应 3 个 不 
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a case 


181 十 cz8: +632; = 0 (2, 4. 19a) 
HT ARER AICO. 4. 17a) 式 以 及 
Teg, 一 4181， T+ g, 一 Ag: (2.4. 17b,c) 
则 
© Megi 十 hacz8gs 十 acsgs 一 0 (2. 4. 19b) 
再 用 了 点 积 (2.4. 19b) 式 ,得 到 
Mcigi + Aco ge 十 03cs8gs = 0 (2. 4. 19c) 
以 cig1 ,cz 82 ,cs83 为 未 知 量 的 齐 次 线性 方程 组 (2. 4. 19a,b,c) 的 系数 行列 式 为 
1 1 1 
A, A, às |= (A, — A, ) A; — AS) A, —A) 
AD? CMa)? (A)? 


由 于 已 假设 AA, AAs , 故 上 述 系数 行列 式 值 不 为 零 , 即 方程 组 (2. 4. 19a, b,c) WA 
解 ,只 有 co 一 c 一 c: 一 0。 故 giog? 18; 必 线 性 无 关 。 

于 是 ,可 以 取 gigg 作为 一 组 基 矢 量 (一 般 不 正 交 ) 。 在 此 坐标 系 中 , 非 对 称 二 阶 
张 量 工 可 化 为 对 角 标 准 形 


T = 41818 +h gg Hagg (2. 4. 20a) 
à 0 0 

[T ]= |0 a J (2. 4. 20b) 
0 0 A; 


此 时 ,TT 对 应 着 这 样 的 线性 变换 : 将 沿 特征 矢量 g1 ,gz ,gs 方向 的 矢量 映射 为 平行 于 
其 自身 的 矢量 是 分 别 放大 ALA, Ay 倍 ,如 图 2. 2 所 示 。 


Tg Tg, 


~ 3 


š g : 
N. g 2 
8, : Tg, 


图 2.2 特征 方程 具有 3 个 不 等 实 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


(2) 特征 方程 具有 1 SSCS de Hi RA, a, HWE. E 
A 一 人 十 这 A, = Ai (2.4.21) 
此 时 ,(2.4. 17a,b,c) 式 仍 适 用 ,如 仍 将 了 表示 成 如 (2. 4. 20) 式 的 对 角 标 准 形 , 则 A, Ay 
对 应 的 特征 矢量 gg 也 必然 涉及 复数 ,上 且 其 在 初始 坐标 系 中 的 分 量 一 一 对 应 地 互相 共 
H, (LOE RIE TE = ES i] A 
为 了 将 工 表示 成 某 种 实数 形式 的 标准 形 (不 一 定 是 对 角 标 准 形 ) ,可 令 
gi =g +g 
g: = i(g1 — 82) 


A Pa edacietnne 


g = 83 (2. 4. 22) 
IERT T EERE g ,gz ,83 所 构成 的 坐标 系 中 分 解 的 分 量 必定 是 实数 。 由 (2. 4. 17a, b, 
c),(2.4.22) 和 (2. 4. 21) KATH g7 ,gi AT 作用 后 映射 为 
T. gi = Ag, +g? 
T+ g: =— pg! +ìÀg? (2. 4. 23) 
T. g: = As gy 
故 了 可 以 化 为 下 列 实数 形式 的 标准 形 ， 


T = (gy + pg? )g* + (— pe + Ag?)g” +A, gig (2. 4. 24a) 
A 一 4 0 

yore r À J (2. 4. 24b) 
0 0 A; 


ERP A, Obl AEH RAB ALA, 的 实 部 与 虚 部 , 81 ,8g: ,8; 是 与 复数 特征 矢量 g1 gg 
间 满 足 (2. 4. 22) 式 的 基 矢 量 ,g' ,g”,g’ 分 别 是 8; ,gz ,gs 的 对 偶 基 。 

特征 方程 具有 一 对 复 根 及 一 个 实 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 工 对 应 着 这 样 的 线性 变换 : 将 
矢量 gz 放大 Ms 信 ,方向 不 变 。 矢 量 gl ,gz 经 线性 变换 后 ,不 再 沿 原来 的 方向 , 即 不 仅 有 伸 
缩 变 形 ,还 有 偏转 。 见 图 2.3. 


图 2.3 特征 方程 具有 一 对 共 轿 复 根 的 非 对 称 二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


2.4.2.2 ”特征 方程 有 重 根 的 情况 
实 系数 方程 的 复 根 必须 成 对 出 现 ,所 以 对 于 特征 方程 (2. 4. 16) 有 重 根 的 情况 ,无 论 有 
二 重 根 或 三 重 根 ,它们 都 应 是 实 根 。 此 时 , 张 量 工 不 一 定 能 化 为 对 角 型 标准 形 ,一 般 说 来 
是 化 为 约 当 (Jordan) 标 准 形 ,这 由 张 量 工 的 特征 矩阵 
ZA) = [adi— Ti, ] (2. 4. 25) 
的 初等 因子 (其 定义 见 68 ARRE., MEE 允 (4) 的 初等 因子 都 是 简单 的 ( 即 一 次 的 ) 
时 ,了 (1) 经 过 初等 变换 @ 可 以 化 为 对 角 标 准 形 ; 当 矩阵 (4) 的 初等 因子 不 全 是 简单 的 ( 即 


D ”代数 学 中 4 矩阵 (其 元 素 为 4 的 多 项 式 的 和 矩阵 称 为 4 矩阵 ) 的 初等 变换 是 指 下 列 三 种 变换 ;(1) 和 矩阵 的 行 ( 列 ) 互 
换 位 置 ; 2) 矩阵 的 某 一 行 ( 列 ) 乘 以 非 零 的 常数 ; (3) 矩 阵 的 某 一 行 ( 列 ) 加 另 一 行 ( 列 ) 的 POE CAE ANAM, 


张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 


有 高 于 一 次 的 初等 因子 ) 时 ,号 (MA) 化 为 几 个 约 当 块 按 对 角 排 列 构成 的 标准 形 。 
无 论 哪 一 种 情况 , 当 特 征 方程 有 重 根 时 ,特征 方向 都 不 唯一 。 
1. 特征 方程 具有 二 重 实 根 (4, =A, AA) 
(1) 特征 矩阵 的 初等 因子 全 为 简单 的 , 即 允 (X) 经 过 初等 变换 ,可 以 化 为 


(A—A,) 0 0 
LOA) = 0 (A—A,) 0 (2. 4. 26) 
0 0 0 O 
HY T BY AE Xt f te HET 

T= A gig +A: gg +A; gg (2. 4. 27a) 

à 0 0 
ET IS f à 0 (2. 4. 27b) 

0 0 A 


非 对 称 二 阶 张 量 的 特征 矢量 不 正 交 。 它 所 对 应 的 线性 变换 是 将 gi ,gi 构成 的 平面 上 的 任 
意 矢量 均 放大 AL 倍 ,将 gs 方向 的 矢量 伸 长 4 倍 。 如 图 2.4 所 示 。 


A83 higa 


~ z 
N 83 8 ae 


N A 8 A, 


图 2.4 特征 方程 具有 重 根 、 初 等 因子 全 简单 的 非 对 称 
二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


(2) 特征 矩阵 具有 2 次 的 初等 因子 A-A)? URAA): (4) 经 过 初等 变换 ,可 以 


化 为 
(A—A,) = 3 0 
Ja Mi) 0 
B= | 0 es E Teee me oe A as os (2. 4. 28) 
0 0 i A—A;) 
式 中 J A) BRA n 阶 对 应 于 特征 根 4; 的 约 当 块 。T 可 以 化 为 约 当 标准 形 
T = 1818 +A gg’ + gg +A 838° (2. 4, 29a) 
à 1 0 
[T J=|0 A 0 (2. 4. 29b) 
0 0 A; 


此 时 工 所 对 应 的 线性 变换 是 将 g1 ,8g 各 放大 AAS 倍 ,而 将 gs 映射 为 (hg; 十 gi), 其 大 
小 .方向 均 改 变 ,如 图 2.5 所 示 。 
上 述 两 种 具有 二 重 根 的 情况 ,其 特征 矢量 组 都 不 了 唯一。 寻求 方法 如 下 : HALA, 分 别 


go E a. Gye hee eee 


dg. 81 
Ye A 
: x P- 
N, 83 8-7 pe cat Tg, 


NZI 和 


图 2.5 特征 方程 具有 二 重 根 、 初 等 因子 非 全 简单 的 
非 对 称 二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


代入 方程 组 (2. 4. 15b) 式 可 唯一 地 确定 特征 矢量 gi ,8g: ,它们 分 别 满足 
Teg 一 418: (2. 4. 30a) 
T+ gs 一 18 (2. 4. 30b) 
另 一 与 gi ,gs 非 共 面 的 g 可 以 利用 (2. 4. 27a) 或 者 (2. 4. 29a) 式 与 已 知 的 特征 方程 寻找 。 
选择 一 组 基 矢 量 Bi 82 Bs ,使 
gi = $i 
g; = 8 (2. 4. 31a) 
根据 (2. 4. 30a,b) 式 以 及 有 二 重 根 时 了 的 特征 方程 ( 它 不 随 坐 标 变换 而 改变 ), 在 这 组 坐 
标 系 中 了 的 矩阵 及 并 矢 式 应 为 


he Thu 0 
[T ]=]0 à 0 
0 Ty à; 
T =Agye’ + (Tigy tAigy + Tygr) g” +Asgvg? (2. 4. 31b) 


显然 ,对 于 选 定 的 基 矢 量 gg Mg THYE Tiy Ty REBAR. 
然后 ,从 基 矢 量 gogog 出 发 ,进行 坐标 转换 ,寻找 能 将 工 表达 为 并 矢 式 (2. 4. 27a) 
或 (2.4. 29a) 的 基 矢 量 g;。 设 
8: = Bl gr + Be gy + BF gy (2. 4, 32) 
问题 化 为 寻求 8! ,68? ,8; 。 由 于 gi 与 8 ,8 非 共 面 , 故 上 式 中 L BRNE. g 的 选择 应 
满足 
àig: (初等 因子 全 简单 ) 
ee F +e (初等 因子 非 全 简单 ) eee, 
将 (2. 4. 31b) ,(2. 4.32) 式 代入 (2.4.33) 式 左 端 , 则 
T+ g: = B? Tygi +g: + [B3 Tey +82 As — Ar) Jg: (2. 4, 34a) 
为 使 (2. 4. 33) 式 得 到 满足 ,(2. 4. 34a) 式 中 对 g; WAPOA Ss AAs — A AO 故 可 选择 
By ,使 
BET’ +P? O — à) 一 0 (2. 4. 34b) 
至 于 (2. 4. 34a) 中 对 g 与 g 的 分 量 ,可 分 为 两 种 情况 : 


66. 


eee ees... 


(i) 对 于 初等 因子 全 简单 的 情况 , 必 有 T= 二 0, 从 而 B? 可 以 任 选 。 
Gi) 对 于 初等 因子 非 全 简单 的 情况 , 必 有 T 久 了 关 0, 可 选 
2 1 l 
Bs = TE, 
结合 (2. 4. 31a, b), (2.4, 34a) 式 可 知 ,无 论 对 于 哪 一 种 情况 ,(2. 4. 33) 式 能 否 被 满足 都 与 
(2. 4. 32) 式 中 8; 的 取 值 无 关 。 故 B} 可 以 任 取 。 所 以 g 不 唯一 。 
2. MEW BAA = BBO, =A, =A,) 
特征 矩阵 号 (A) 的 性 质 可 分 为 3 AP 
情况 1: 具有 3 个 全 为 1 次 的 初等 因子 AA); 
情况 2: 具有 初等 因子 (A—A,)? »(A—A,); 
情况 3: 具有 3 次 的 初等 因子 AA), 
经 过 初等 变换 , 允 (4) 可 以 分 别 化 为 


(2. 4. 34c) 


r(A—aA,) 0 0 4 
情况 1: ZA)= 0 (A—A,) 0 ; 
| 0 0 (A—A,) 
rA-a,)  —1 0 7 
情况 2: ZA | 0 (A—A,) 0 ; 
L 0 0 (A—A, ) 
raA—a,)  —1 0 4 
情况 3: PS) 0 mA)  —1 
0 0 (A—A,) J 


三 种 情况 下 ,T 分 别 化 为 下 列 形式 的 标准 形 
情况 1: 对 角 型 标准 形 


° T= àgg tiggi 十 和 gg = àG (2. 4. 35a) 
l A 0 0: 

a= f Ay J (2. 4. 35b) 
0 0 A 


T 只 能 是 对 称 二 阶 张 量 并 且 是 球形 张 量 , 它 所 代表 的 线性 变换 是 将 三 维 空间 中 任意 
方向 的 矢量 放大 倍 。 - 
情况 2: 约 当 型 标准 形 


T= Agig' + (gi 十 和 8?)82 Hgg (2. 4. 35a) 
à 1 0 

T = f a, J (2. 4. 35b) 
0 0 à 


ERE oi ot 


它 所 代表 的 线性 变换 是 


Teg 一 418: (2. 4. 36a) 
T+ g: =g: +8: (2. 4. 36b) 
Teg: 一 4183 © (2. 4. 36c) 
情况 3: 约 当 型 标准 形 
了 一 和 1818 + (gi Hàg) g + (gs 十 183)8” (2. 4. 37a) 
à 1 0 
roi f Ay i (2. 4. 37b) 
0 0 A 
它 所 代表 的 线性 变换 是 
Teg 一 18) (2. 4. 38a) 
Teg 一 418: +h (2. 4. 38b) 
T+ g3 = A183; 十 gz (2, 4. 38c) 


情况 2,3 所 代表 的 线性 变换 都 使 线 元 不 仅 有 伸缩 变形 ,还 有 旋转 。 其 中 情况 3 如 图 2. 6 
BR. | 


图 2.6 特征 方程 具有 三 重 根 、 初 等 因子 为 3 次 的 非 对 称 
二 阶 张 量 对 应 的 线性 变换 


至 于 特征 方程 有 三 重 根 时 的 基 矢 量 , 对 于 情况 1,T 为 球形 张 量 时 ,可 以 选择 空间 任 
一 组 正 交 标准 化 基 为 基 矢 量 。 对 于 情况 2,3,T 为 约 当 型 标准 形 时 ,可 以 选择 和 所 对 应 的 
特征 矢量 为 一 个 基 矢 量 g ,其 余 两 个 基 矢 量 分 别 根 据 (2. 4. 36a,b,c) 式 或 (2. 4. 38a,b,c) 
式 确定 。 无 论 哪 一 种 情况 ,特征 方向 都 不 唯一 。 
例 2.4 将 非 对 称 二 阶 张 量 T=2e,e, +e, e; +2e,€, 十 4eses 化 为 标准 形 。 
解 了 对 应 的 特征 矩阵 与 特征 方程 为 
(A—2) 0 —1 
EQ) = 0 (A—2) 0 
0 0 (A—4) 
AQ) = A—2)?(A—4) = 0 
具有 二 重 根 : pe A=; A,=4 


ee see mem ene rine nent nn mn 61. mi 


RO a SBS ode 


区 (4) 的 行列 式 因 子 2: 

规定 Du (A) =1,D, (A) =1, D: (A) =A—2, D; (A) = (A— 2)? (A—4) 

求 不 变 因 子 @ E= pOh: KA=, EAA, By) = 2) 4) 
i-l 


.初等 因子 3: A-2), A-2), A—4); 全 简单 。 
TT 化 为 对 角 型 标准 形 : 
T= 2g g' 十 2g28 十 4g,g° 


oN CO 


寻找 特征 矢量 81982583: 

HG AL =2, As =4 分 别 代 入 方程 组 (2. 4. 30a) 
式 与 (2.4. 30b) 式 @, 可 以 求 得 对 应 的 特征 矢量 
( 见 图 2.7) 。 


E4 gh -e 十 一 e 
3 raw 1 "3 


g 的 方向 余弦 YP =O? fe aT BO 全 2 对 应 的 特征 矢量 
直 于 e 的 平面 内 任意 一 个 矢量 作为 基 矢量 : 例如 取 g =e. 
,此 外 ,假设 在 垂直 于 es 的 平面 内 另 一 个 与 g 正 交 的 矢量 6 一 gs 。 此 时 可 求 得 ， 


3 _ Vd 


aes Nee _ v9 
8 一 6l 7 23， 8 =e, 8 = geo 


将 g;,g'(i= 二 1,2,3) 代 入 对 角 型 标准 形 检查 ,可 以 满足 原 张 量 的 要 求 。 
本 算 例 还 说 明 , 虽 然 工 在 特征 矢量 81082383 中 的 矩阵 CT; ] 是 对 称 和 矩阵 ,但 基 矢 量 
$1 9 82 5 83 不 正 交 ,T 不 是 对 称 张 量 。 
例 2.5 将 非 对 称 二 阶 张 量 T= 二 2ele1 十 eie@z 十 ei@;3 十 2e@zez 十 ezes 十 4e3es 化 为 标准 形 。 
解 T 对 应 的 特征 矩阵 与 特征 方程 为 


(A— 2) =] —1 
ZA) = 0 (A— 2) =] 
0 0 (A — 4) 


@ 行列 式 因 子 的 定义 为 : WEE EDERKI rI PERR k, 1S EO) PORES k RFR LAPS 
部 & 级 子 式 的 最 大 公 因 式 Di (4) 称 为 CX) 的 & 级 行列 式 因子 。 

@ ”标准 形 主 对 角 线 上 非 零 元 素 称 为 (4) 的 不 变 因 子 。 

© ”将 矩阵 马 (4) 的 每 个 次 数 大 于 零 的 不 变 因子 分 解 成 互 不 相同 的 一 次 因 式 方 赛 的 乘积 ,所 有 这 些 一 次 因 式 方 赛 
〈 相 同 的 必须 按 出 现 的 次 数 计算 ) 称 为 矩阵 DCA) HS 

© 它们 各 为 一 个 矢量 等 式 , 每 个 矢量 式 包含 一 组 3 个 齐 次 线性 方程 。 


Fat ees 


AQ) = (A—2)?}A—4) =0 > 
特征 方程 与 例 2. 4 完全 相同 。 
(4) 的 行列 式 因子 : 
规定 D (A) =1, D, (A) =1, D: (A) =1, D; (A) = (A— 2)? A—4) 


求 不 变 因子 B= PO, Ba) =1,.BW=1, = 0-27 0-4) 
=i 


初等 因子 : A—2)’, A-4); 非 全 简单 ,与 例 2.4 不 同 。 
本 化 为 约 当 标 准 形 : 


T= 2gig!' + (gi +2g:)g 十 4838? [Ti ]= | 
特征 矢量 gi ,gi ,gs 可 以 用 与 例 2.4 类 似 的 方法 寻找 。 
25 几 种 特殊 的 二 阶 张 量 


本 节 对 几 种 特殊 的 二 阶 张 量 及 其 主要 特性 汇总 列 出 ,以 便 查阅 。 
2.5.1 零 二 阶 张 量 0 | 
FOMEI WB FB 


0 0 0 
[0]= o 0 0 (2.5.1) 
0 0 0 
零 二 阶 张 量 将 任意 矢量 映射 为 零 矢 量 , 它 是 一 种 特殊 的 退化 二 阶 张 量 。 
O-u=0 (2.5.2) 
式 中 左 端的 O 是 零 二 阶 张 量 , 右 端的 0 为 零 矢量 。 
25.2 度量 张 量 G 
G=g;g gi =Ojgig) 一 018 g; =g 8:8; (2. 5. 3a) 
1 0 0 
[G]= o 1 j (2. 5. 3b) 
001 


度量 张 量 将 任意 矢量 映射 为 原 矢 量 , 即 
Geu=u (2.5. 4) 
度量 张 量 与 任意 二 阶 张 量 的 点 积 仍 为 该 张 量 自身 , 即 


ts Bich 2 


G-T=T=T-G (2.5.5) 
因此 ,有 些 书 中 将 度量 张 量 记 作 IR 1. 


2.5.3 二 阶 张 量 的 震 


2.5.3.1 二 阶 张 量 的 正 整 数 次 震 
定义 2 个 了 的 连续 点 积 为 工 的 于 次 畦 


T’=T-T 
T=T-T-T 
: (2.5. 6) 
T’=T- on eT 
TT 本身 当然 可 以 写成 T!。T 的 竹 之 间 进 行 点 积 显 然 有 
T”. T"’=T"" (2.5.7) 


2.5.3.2 二 阶 张 量 的 零 次 究 
由 于 
G. T= T= T*.G 
故 可 以 定义 任意 二 阶 张 量 的 零 次 备 是 度量 张 量 , 即 ; 
, T°=G (2. 5. 8) 

这 样 (2. 5. 7) 式 可 适用 于 宕 指数 为 零 的 情况 。 

2.5.3.3 二 阶 张 量 的 负 整数 次 震 

(2.2.4) 式 已 定义 了 正则 的 二 阶 张 量 的 逆 。 显然 ,由 (2. 2. 4) 和 (2. 5. 8) 式 可 知 ， 
(2. 5.7) 式 也 适用 于 宕 指数 为 一 1 的 情况 。 进 一 步 可 定义 

T? = T” T 


(2.5.9) 


HIE, (2.5. RAF AeA. 


2.5.4 正 张 量 、 非 负 张 量 及 其 方 根 、 对 数 


正 张 量 \ 非 负 张 量 都 属于 对 称 二 阶 张 量 N。(2. 1. 21b) 式 指出 对 称 二 阶 张 量 N 对 应 
着 一 个 二 次 型 u。N。u, 如 果 这 个 二 次 型 是 正定 的 , 则 称 N 是 正 张 量 , 记 作 N>0; RX 
个 二 次 型 是 非 负 定 的 , 则 称 N 是 非 负 张 量 , 记 作 NSO. Bp 

定义 ERB N>0 满 足 z&。N.u=N: ur>0 对 于 任意 u 关 0 (2. 5. 10) 


i E oes 


ERKE NSO WR usN-eu=N+uu>0 对 于 任意 uz0 = (2.5.11 
对 称 二 阶 张 量 N 必定 可 在 一 组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 标 准 形 
N = Nielel 十 Naeres + Nieses (2.5.12) 
六 为 正 张 量 的 必要 且 充 分 条 件 是 
Ni >0, N,>0, N; >0 (2. 5. 13a) 
N 为 非 负 张 量 的 必要 且 充 分 条 件 是 
N: 20, N,>O0, Ni 二 0 (2.5. 13b) 


对 于 非 负 张 量 ,上 一 节 所 述 张 量 的 寡 的 定义 可 以 扩展 到 方 根 。 可 以 证 明 ,对 于 非 负 张 
HB ONDO, FER MARR IK MSO, fi 


M’=N (2.5. 14a) 
定义 M 为 N 的 方 根 , 记 作 
M=N” (2.5. 14b) 
习题 2.27 证 明 : M 5N 具有 相同 的 主 方向 
M = Miee, 十 Mere 十 Mieyes (2.5. 15a) 
且 其 主 分 量 为 
M = VN, M, = VN:, M; = VN, (2.5. 15b) 


当然 也 可 以 将 上 述 讨 论 扩展 到 任意 方 次 的 根 ,如 NSO,» 为 非 负 整数 , 则 存在 唯一 的 
S=N'?>0 


S = Ni’ ee, + N!” e,e, + N!” ee; (2.5.16) 
还 可 以 将 上 述 讨 论 扩展 到 正 张 量 N>0 的 对 数 nN: 
InN = (InN, Jee; + (InN; )eze， + (InN; )e; e; (2. 5i 17) 


习题 2. 16 中 证 明 ,利用 任意 一 个 非 对 称 二 阶 张 量 工 可 以 构造 两 个 非 负 张 量 : 
X=T-T'>0 : 


Y=1-T>0 (2.5.18) 
如 果 了 是 正则 的 , 则 X,Y EEKE: 

X=T-T'>0 

Y=T1'-T>0 (2.5.19) 


一 般 说 来 ,和 X,Y 是 两 个 不 同 的 二 阶 张 量 ,但 是 可 以 证 明 @, 它 们 具有 相同 的 主 分 量 , 只 是 主 
轴 方 向 不 同 而 已 。 

例 2.6 对 称 二 阶 张 量 N 的 法 分 量 与 前 分 量 : 设 n,t 为 三 维 空间 中 一 对 互相 正 交 的 
单位 矢量 , 则 N: nn 称 为 N En 方向 的 法 分 量 ;N : nt 称 为 N 在 n,t 方 向 的 前 分 量 。 以 
N 是 应 力 张 量 o 为 例 , 则 c : nn 是 正 应 力 , 而 o : nt 是 前 应 力 。 如 果 物 体 中 作用 的 应 力 张 
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量 o 是 正 张 量 , 则 在 物体 中 任 一 截面 上 作用 的 正 应 力 都 是 拉 应 力 。 
255 二 阶 张 量 的 值 


RE u WERO |u| 即 其 长 度 , 可 通过 矢量 自身 的 点 积 Vx。x 求 得 , 值 ( 模 ) 是 矢量 空 
间 的 一 种 范 数 , 它 满足 范 数 公理 的 三 个 条 件 , 即 非 负 性 、 对 称 性 与 三 角 不 等 式 。 类 似 地 ,可 
以 定义 二 阶 张 量 的 值 |4| , 它 通 过 二 阶 张 量 自身 的 双 点 积 求 得 。 


A : A = AŻ A; = AjAË = tr(A .47) (2.5.20) 
”根据 (2. 5. 18) 3K, (2. 5. 20) 式 给 出 二 阶 张 量 4 的 一 个 非 负 的 标量 不 变量 ,可 定义 
|A|= JAA’ = VA: A= VtrCA .47) (2.5.21) 


易 证 二 阶 张 量 的 值 也 满足 范 数 公理 的 三 条 件 , 故 可 作为 二 阶 张 量 空间 的 一 种 范 数 。 
本 节 与 上 两 节 实际 上 是 给 出 了 一 些 简 单 的 二 阶 张 量 的 张 量 函数 。 关 于 张 量 函 数 的 一 
般 讨论 ,将 放 在 下 一 章 中 。 下 两 节 将 讨论 两 种 特殊 的 非 对 称 二 阶 张 量 。 


25.6 ”反对 称 二 阶 张 量 


2.5.6.1 定义 
满足 2 二 一 QT 的 张 量 称 为 反对 称 张 量 。 在 任 一 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,其 矩阵 为 反对 称 ， 
0 De Qs 
[Qj]= [2.]= -a 0 0. (2. 5. 22) 
-É —2, 0 


故 反对 称 二 阶 张 量 只 有 3 个 独立 的 非 零 分 量 。 但 在 任意 坐标 系 中 ,[Q.; ] 不 一 定 是 反对 称 
和 矩阵。 


Q 所 对 应 的 线性 变换 满足 
Q-u=—u-Q (2. 5. 23) 
2.5.6.2 反对 称 二 阶 张 量 的 主 不 变量 
f2=0,  f2=0 
Jr = (0) +)? + = e (2. 5. 24) 


上 式 中 8? 恒 大 于 零 , 故 可 用 一 个 正 实数 >00 的 平方 表示 。 上 式 显示 二 阶 反对 称 张 量 是 
退化 的 二 阶 张 量 , 它 只 有 一 个 独立 的 主 不 变量 。 
256.3 ”反对 称 二 阶 张 量 的 标准 形 
R 的 特征 方程 为 
Aa + 7A = 0 (2.5. 25) 
R 的 特征 方程 具有 一 个 实 根 4, G— NTSC EAR A, ,4 , 即 
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W=0, Mag, à? = gi (2.5.26) 
23 所 对 应 的 特征 方向 的 单位 矢量 为 es ,es 满足 
Q.e =0 i (2.5.27) 


e, 称 为 反对 称 张 量 的 轴 。 反 对 称 张 量 的 一 个 重要 性 质 是 将 其 轴 方向 的 矢量 映射 为 零 矢 
量 , 所 以 es 方向 也 称 为 反对 称 张 量 的 零 向 。 设 A ,hz 对 应 的 特征 矢量 (复数 基 ) 是 gi , g;， 
在 gog 与 e 中 ,2 可 化 为 对 角 型 标准 形 ， 
Gi 0 0 
[2]= i 一 mi 0 (2. 5. 28a) 
0 0 0 
上 式 还 可 以 按照 2.4. 2. 1 节 中 给 出 的 一 般 方法 由 复数 形式 的 对 角 标 准 形 求实 数 形式 的 标 
准 形 。 但 对 于 反对 称 张 量 ,只 需 在 垂直 于 轴 方 向 es 的 平面 内 任 选 一 组 正 交 标准 化 基 矢 量 
e, F e, Q FE ei, e, es 这 组 基 中 就 可 以 化 为 以 下 
实数 形式 的 标准 形 : 


0 —ọ 0 
[Q]= |¢ 0 0 (2.5. 28b) 

0 0 0 
图 2.8 反对 称 张 量 Q 对 应 的 特征 矢量 =— Pele, + Gere (2.5. 28c) 
与 反 偶 矢量 (2.5. 28c) 的 标准 形 对 于 垂直 于 es 的 平面 内 任意 


一 组 正 交 标 准 化 基 矢 量 都 是 不 变 的 。 可 以 令 ei ,es 
在 该 平面 内 绕 es 旋转 0 角 变 为 ef,e! ( 见 图 2. 8) ,而 证 明之 。 
2.5.6.4 反对 称 二 阶 张 量 的 反 偶 矢量 
定义 矢量 o@ 与 2 之 间 满 足 
o =— ye: R (2.5.29) 


则 称 o 为 反对 称 二 阶 张 量 2 的 反 偶 矢量 。 而 称 一 @ 与 82 互 为 对 偶 。 反 对 称 二 阶 张 量 也 
可 以 用 其 反 偶 矢量 表示 
Q =— eE. 0 (2. 5. 30) 
其 证 明 见习 题 1. 49 。 
可 以 将 Q@ 对 任 一 矢量 wu 所 做 的 线性 变换 化 为 2 的 反 偶 矢量 @ 与 的 叉 积 :? 
Q-u=oaXu (2.5.31) 
实际 上 ,将 (2.5.28c) 式 代入 (2.5.29) 式 , 易 证 8 的 反 偶 矢量 就 是 Q 的 轴 方 向 的 矢量 ,其 
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模 为 ?一 VZ3 。 
© = ge, (2.5. 32) 

如 前 述 ,反对 称 二 阶 张 量 Q 只 有 三 个 独立 的 非 零 分 量 , 所 以 用 一 个 矢量 w 就 可 以 给 出 2 
的 全 部 信息 。 

2.5.6.5 ”反对 称 二 阶 张 量 & 所 对 应 的 线性 变换 

反对 称 二 阶 张 量 2 所 代表 的 线性 变换 如 图 2. 9 所 示 , 它 将 轴 方 向 的 矢量 映射 为 零 矢 
量 , 将 垂直 于 轴 方 向 平面 内 的 任 一 矢量 绕 e 旋 
转 x/2 并 放大 p 倍 ,如 图 2.9 示 。 即 


Qe = pe: 

Q » e, =— ve, (2. 5. 33a) 

Q. a = 0 
对 于 空间 任 一 矢量 u= ue +ue,+u;e,,2 所 图 2 9 反对 称 张 量 口 对 于 矢量 w 所 做 的 
做 的 线性 变换 是 ae 


Q o u = pue, — ue) (2.5.33b) 

在 连续 介质 力学 中 ,8 在 某 种 情况 下 代表 了 小 转动 ,如 图 2.9 示 。 其 条 件 如 下 : 矢量 
uža 作用 , 变 为 Q .wu 二 wmXu, 如 果 理 解 为 这 是 Q 所 造成 的 wu WE, u 变 为 wu 十 
2.u 二 (G 十 Q)， wu。 该 矢量 的 模 为 0 

[(G+Q2) u}? = (u+ ox u) = w[i gt (1 e) | 
所 以 , 当 p<1 时 ,2 代表 了 小 转动 ,@ 是 小 转动 矢量 。 
2.5.7 正 交 张 量 


2.5.7.1 定义 


一 个 正则 二 阶 张 量 , 其 逆 与 其 转 置 张 量 相等 , 则 称 该 正则 二 阶 张 量 为 正 交 张 量 , 用 8 
表示 。 即 


Q` = Q" (2. 5. 34a) 
Q:-Q'=@'-Q=G (2.5. 34b) 
正 交 张 量 的 和 矩阵: 由 (2.5. 34a) 以 及 (2. 2.5) 式 可 知 
[0 ]= [0 ]= [QJ]™ (2. 5. 35a) 
CO ][2)= [@][Q"]= [G] (2. 5. 35b) 


WER TE— MRR iAP, [0 ]AT , 正 交 张 量 的 矩阵 不 是 正 交 和 矩阵 。 只 有 在 笛 卡 
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mee a eee 


儿 坐 标 系 中 , 才 有 

[OT = [Q], [@)*(@j= [0O][O] = [6;] (2. 5. 36) 
此 时 正 交 张 量 的 矩阵 是 正 交 和 矩阵 , 即 每 行 、 每 列 各 自 的 平方 和 为 1, 每 二 行 (或 列 ) 的 同 列 
(或 行 ) 元 素 的 乘积 之 和 为 零 。 

2.5.7.2 正 交 变换 的 " 保 内 积 " 性 质 

正 交 张 量 所 对 应 的 线性 变换 , 称 为 正 交 变换 , 它 具 有 以 下 “ 保 内 积 ” 性 质 。 

定理 ”任意 矢量 u,v 用 同一 个 正 交 张 量 进行 映射 后 ,其 内 积 不 变 , 即 

Q. u). (Ov)—=uev (2.5. 37) 
利用 (2. 1. 18),(2. 5. 34a) 式 可 证 明 上 式 。 反 之 ,上 述 定 理 的 逆 定 理 也 成 立 。 

逆 定 理 ” 若 一 个 二 阶 张 量 对 于 任意 两 个 矢量 u,v 进行 线性 变换 后 , 仍 保持 此 二 矢量 
的 内 积 不 变 , 则 此 二 阶 张 量 必定 是 正 交 张 量 Q@。 读 者 可 由 (2. 5. 37) 式 自行 证 明 . 

(2. 5. 37) 式 表示 的 “ 保 内 积 ” 性 质 ,其 几何 意义 是 指正 交 变 换 只 能 将 空间 一 组 基 矢 量 
进行 刚性 旋转 (可 能 加 镜面 反射 ) ,不 能 改变 它们 的 长 度 与 夹 角 。 今 后 将 经 过 正 交 变换 的 
矢量 用 添加 上 符号 “一 ”表示 。 例 如 : CQ. u=u 

2.5.7.3 正 交 张 量 的 并 矢 表达 式 

正 交 张 量 的 并 矢 式 用 其 混 变 分 量 可 表达 为 


Q = Qigig' = Qi‘g'g: (2. 5. 38) 
利用 正 交 变 换 后 的 基 矢 量 表达 为 
Q e gi = Br = Qirg: (2. 5. 39a) 
Q- g! = gt = Q's’ (2.5. 39b) 
可 以 将 正 交 张 量 表示 为 用 该 张 量 进行 正 交 变 换 前 后 的 基 矢 量 并 矢 之 和 ， 即 
Q = gag = Bg (2.5. 40) 


注意 此 时 前 矢量 是 正 交 变换 后 的 基 矢 量 , 后 矢量 是 变换 前 的 基 矢 量 。 
如 果 采 用 正 交 标准 化 基 eG=1,2,3), 0 
Q = éle+tée + ëe (2.5.41) 
此 时 
cos(e;,é;) =e +é =e' + Qhe, 一 Qi (2. 5. 42) 
所 以 ,在 正 交 标准 化 基 中 , 正 交 张 量 的 分 量 Q MEERE e; 与 经 该 正 交 张 量变 换 后 的 基 
Kee; 之 间 的 夹 角 方向 余弦 。 
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2.5.7.4 正 交 张 量 的 标准 形 


由 (2. 5. 34b) 及 (2. 1. 13) 式 可 知 , 正 交 张 量 的 行列 式 值 detQ=.88 应 满足 
det Q det Q7 = (det Q)? = 1 

因此 detQ=J? RH] EA Bi HP 

detQ = £3= 1 (2.5. 43a) 

detQ = §?=—1 (2. 5. 43b) 
称 行列 式 值 为 1 的 正 交 张 量 为 正常 正 交 张 量 , 记 作 R; 行 列 式 值 为 一 1 的 正 交 张 量 为 反常 
正 交 张 量 , 记 作 一 R。 由 (2. 2.3) 式 可 知 , 任 一 组 基 矢 量 的 混合 积 在 正 交 变换 前 后 满足 

[8 & 8&8;]= detQ[g: g g] (2.5.44) 

此 式 说 明正 常 正 交 变 换 使 基 矢 量 只 产生 整体 的 刚性 转动 ,右手 系 的 基 矢 量 仍 变 为 右手 系 ; 
反常 正 交 变 换 使 基 矢 量 不 仅 有 刚性 转动 ,还 进行 了 一 次 镜面 反射 。 

为 研究 正 交 张 量 的 标准 形 , 需 研究 其 特征 方程 的 特征 根 与 特征 矢量 。 设 其 3 个 特征 
ARAB ADA? AS ,其 中 必 有 一 个 是 实 根 , 设 为 好, 且 由 正 交 变换 * 保 内 积 ” 的 性 质 , 实 根 
的 模 只 能 等 于 1。 由 于 .ps 一 ?2 一 士 1, 故 可 假设 

Mole = 1, 28 1 ”对 于 正常 正 交 张 量 R 
一 1 对 于 反常 正 交 张 量 一 R 
假设 43 所 对 应 的 特征 方向 上 的 单位 矢量 为 es , 称 为 正 交 张 量 的 轴 。 正 常 正 交 变换 将 不 改 
Ke 方向 矢量 的 大 小 与 方向 ;反常 正 交 变换 对 es 方向 矢量 作 镜 面 反射 。 
BF Al 与 以 ,一 般 情况 可 假设 为 一 对 共 罗 复 根 


A? = e = cosp + i sing 


(2, 5.45) 


A? 一 er? = cosp — i sing (2. 5. 46) 
当 p=0,r MARARA AP 5 A? 都 是 实数 ,分 别 为 1,1; 或 者 一 1, 一 1。 
正常 (或 反常 ) 正 交 张 量 的 复数 形式 对 角 型 标准 形 为 


ef 0 0 
[+R]= | e? 0 (2.5. 47) 
0 0 +1 
仿照 2. 4. 2. 1 节 中 处 理 共 轿 复 根 (2. 4. 21) 式 的 办 法 ,化 为 实数 形式 的 标准 形 为 
cosp —sing 0 
[-+R]= | sing cosp 0 | (2. 5. 48a) 


0 0 +1 
此 时 ,在 垂直 于 e 的 平面 内 任意 一 对 正 交 标准 化 基 el ,ez ,都 可 作为 对 应 的 特征 矢量 ,如 
图 2. 10 示 。 在 这 组 正 交 标准 化 基 中 ,正常 (或 反常 ) 正 交 张 量 的 并 矢 式 为 

+R = cos¢(e.e, 十 ezez) + sing(e,e, — ei ez) 十 eyes (2.5. 48b) 


2 e 
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正 交 张 量 对 其 特征 矢量 所 做 的 线性 变换 为 
ē& =tR-e, 一 cosge, + sinf es 
é =+ R • e, =— singe, + cos? e: (2.5. 49) 
é =tR-e, =te 


图 2.10 正 交 张 量 对 应 的 特征 矢量 与 正常 正 交 变 换 图 2.11 反常 正 交 变换 


例 2.7 正 交 张 量 对 任意 矢量 w 的 映射 ”反常 正 交 张 量 对 于 任意 矢量 wu 所 做 的 线性 
变换 一 R，u, 是 将 wu 绕 e; 旋 转 9 角 ,再 对 于 ei ,es 所 在 平面 做 一 镜面 反射 ,如 图 2. 11 示 。 
读者 可 根据 (2. 5. 49) 式 自行 写 出 其 表达 式 并 证 明之 。 


2.6 二 阶 张 量 的 分 解 


2.6.1 二 阶 张 量 的 加 法 分 解 
对 于 任意 二 阶 张 量 T= Tye! = Tige = Ti gg =T gigi 可 以 进行 对 称 化 与 反对 


称 化 运算 , 即 由 了 与 厂 分 别 构造 下 式 : 
1 


= ole TE) (2. 6. la) 
a= T-T) (2. 6. 2a) 
上 二 式 的 分 量 表 达 式 为 
N; = FT; +T;), N; Ta 到 GT: Ti), 
N = T+T, NË = ATH T”) (2.6. 1b) 
mal =T; a= LT Ty 
ij 2 ij ji? ? i 2 t ED 


0. = iTi- TŻ), QË = iT” T*) (2.6. 2b) 


_ REDE 2) 


由 对 称 二 阶 张 量 与 反对 称 二 阶 张 量 的 性 质 易 证 ,任意 二 阶 张 量 了 都 可 以 分 解 为 一 个 对 称 
二 阶 张 量 N 与 一 个 反对 称 二 阶 张 量 Q (2.6. 1) 和 (2. 6.2) 二 式 唯一 地 确定 了 N 与 8 , 故 
张 量 的 加 法 分 解 是 唯一 的 。 

一 般 的 二 阶 张 量 T 具 有 9 个 独立 的 分 量 ， 而 二 阶 对 称 张 量具 有 6 个 独立 的 分 量 , 二 阶 
反对 称 张 量具 有 3 个 独立 的 分 量 。 

2.6.1.1 球形 张 量 与 偏 斜 张 量 

通常 ,对 于 对 称 二 阶 张 量 N, 还 可 以 进一步 分 解 为 球形 张 量 了 与 偏 斜 张 量 DD , 即 


N=P+D (2. 6. 3) 
或 . 
T=N+Q2=P+4+D+Q2 (2. 6. 4) 
其 中 ,球形 张 量 为 
P = Pi gg’ = SIG = shi Ogig’ (2. 6. 5a) 
球形 张 量 只 有 一 个 独立 的 分 量 
1 1 2 3 2 . 
SONA 4+N,4+N,) 4i= 
Posh icant ae al aaa! (2. 6. 5b) 
了 3 了 3 了 . 
0 Bij 


球形 张 量 的 三 个 主 不 变量 为 
fA=-A =f: f= 3h", Jara (2.6.6) 
显然 ,球形 张 量 P 只 有 一 个 独立 的 不 变量 , 且 其 第 一 主 不 变量 五 就 是 对 应 的 对 称 张 量 N 


或 任意 二 阶 张 量 T 的 第 一 主 不 变量 。 球 形 张 量 的 3 个 主 分 量 均 相 等 ,空间 任 一 组 正 交 标 
准 化 基 都 是 球形 张 量 的 特征 矢量 。 


P, = P, = P, = ig = FON, 十 N2 十 Na) (2.6.7) 
因而 ,任意 两 组 球形 张 量 都 是 比例 张 量 。 
MEKE D X 
D = Dijgigi = (Ni; — Pi) gg’ (2. 6. 8a) 


i _ Nji 1 N 
D.;= Ni; zA 6 
tees i=j 
三 (2. 6. 8b) 
Ni, Mit; 
偏 斜 张 量 的 9 个 分 量 除 满足 对 称 条 件 外 ,还 应 满足 其 第 一 主 不 变量 为 零 的 条 件 , 故 只 有 5 


oo ERE am。 


个 独立 的 分 量 。 其 3 个 主 不 变量 为 0 


A= =0 (2. 6. 9a) 
R=R-ID" (2.6. 9b) 
BER-IRR EID" (2.6.90) 


显然 , 偏 斜 张 量 D 只 有 2 个 独立 的 不 变量 。 可 以 证 明 , 对 于 偏 斜 张 量 , 按 (2. 3. 5b) 式 计算 
所 得 的 太 恒 为 负 。 偏 斜 张 量 的 特征 方程 为 
+A =0 (2. 6. 10) 
由 偏 斜 张 量 的 定义 式 (2. 6. 8) 易 证 , 偏 斜 张 量 卫 的 主 方向 就 是 它 所 对 应 的 对 称 张 量 
N 的 主 方向 ,这 也 可 以 从 球形 张 量 的 主 方向 为 任意 去 理解 。 
2.6.1.2 ”利用 偏 斜 张 量 求 对 称 二 阶 张 量 的 主 分 量 与 主 方向 


一 般 说 来 , 求 对 称 二 阶 张 量 N 的 3 个 主 分 量 需要 求解 其 特征 方程 (2. 4.4) 式 , 当 特 征 ， 


多 项 式 (2. 4. 5) 不 能 做 因 式 分 解 时 是 比较 麻烦 的 。 偏 斜 张 量 D 只 有 2 个 独立 的 主 分 量 ， 
由 于 其 第 三 个 主 分 量 D; 与 前 2 个 主 分 量 之 间 满 足 


—(D,+D,) = D; (2. 6. 11a) 

AA 
Di D; + Dı D: + D: D; = 2 <0 (2. 6. 11b) 
D, D; D; = #2 (2. 6. 110) 


上 二 式 可 以 视 作 三 次 代数 方程 (2. 6. 10) 的 根 与 系数 的 关系 式 。 利 用 三 角 函 数 和 差 化 积 公 
式 , 如 令 


ers D = 
D, =F Js [cos (w z] (2. 6. 12a) 
Dry [cos(#+ >) (2. 6. 12b) 
V3 3) 
D, =— Ż JTA Teosw (2.6. 120) 
(3 

就 可 以 满足 (2. 6. 11) 的 三 式 。 利 用 (2. 6. 11c) 式 可 证 

D 
cos3w 一 一 SH (2. 6. 13) 


不 失 广泛 性 ,可 设 D:SD,>D,, 因此 必 有 D,>0,D;<0, Ati 


O 证 明 见习 题 2. 22 


ea dn ea 


0<o<F (2. 6. 14) 


如 果 采 用 4 一 寺 一 ,相应 地 (2. 6. 12) 式 可 写作 


D, ae JTA [sin(o-+ 5) (2. 6. 15a) 
D, = 4 /|# Ising (2. 6. 15b) 
43 
D, -Ż VIA Tsin(9+ $) (2. 6. 150) 
其 中 
D 
sin3y =— Y pEr TESISI (2. 6. 16) 
2 


(2. 6. 12) 式 一 (2. 6. 14) 式 或 (2. 6. 14) 式 一 (2. 6. 16) 式 给 出 了 偏 斜 张 量 主 分 量 的 简单 算 
式 ,进一步 还 可 以 得 到 偏 斜 张 量 的 主 方向 。 然 后 利用 下 式 


Ni = Diy + A ò; (2. 6.17) 


就 可 以 得 到 相应 的 对 称 二 阶 张 量 的 主 分 量 , 而 其 主 方向 就 是 偏 斜 张 量 的 主 方向 。 

从 (2. 6. 12) 式 或 (2. 6. 15) 式 关于 偏 斜 张 量 的 三 式 可 以 看 到 , 偏 斜 张 量 3 个 分 量 的 模 
只 取决 于 | 下 | , 即 其 第 二 主 不 变量 ,而 它们 之 间 的 比例 只 取决 于 oR g). 

可 以 这 样 来 解释 w 的 物理 意义 , 设 对 称 二 阶 张 量 N( 从 而 对 应 的 偏 斜 张 量 D) 的 三 个 
互相 正 交 的 主 方向 分 别 为 ,志和 证 ,对 应 的 主 分 量 为 Ni， 
Nz 和 Ns 。 与 这 三 个 主 方向 等 倾 的 斜面 称 为 八 面体 等 斜面 ， 
其 法 向 单位 矢量 为 n= Fads titih) MR 2.12 示 。N 在 
八 面体 等 斜面 上 作用 的 矢量 分 量 为 


gi + Nzi: + Nsis) 


Pr =Nen= 


其 法 向 分 矢量 为 
6 = (N: nnn =N +N: + Nn= An 
只 与 N 对 应 的 球形 张 量 有 关 ; 而 其 切 向 分 矢量 为 
1 1 1 AN， 1 w\, 1 mA\， 
t= pr— 3An = zal (™ -3A ji 十 (N: ah Ji + (N: — 5A ji] 


Se E 


2 Pri DEED) 


= 只 与 N AMARA REH RS DEX. BHI | 一 3 VIAT. hsi 


和 六 在 八 面体 等 斜面 上 的 投影 构成 该 平面 上 互相 之 间 夹 角 为 120° 的 三 个 方向 , 设 沿 此 三 
个 方向 的 单位 矢量 分 别 为 记 ,iz 与 iy ,从 几何 关系 可 以 导出 


PEN a en eae eee 
1 3 1 6 2 6 3 
iy =— ei t+,/ 28 — [Fis 
; : 1. 2. 
ty = 一 /证 一 /书记 十 Bh 


由 上 式 并 考虑 到 Di 十 D; 十 Ds 二 0, 八 面体 等 斜面 上 切 向 分 矢量 7 沿 此 三 个 方向 的 分 量 分 
别 为 


.= /2 D -I 
T by = = ag TA Teosa a 


Te iy = Bt = 3 TF Teos(o+ F) 


-i = Be [2 PT 
T a, ae 3 | £z |cosw 


由 上 述 三 式 可 知 ,w 表示 八 面体 等 斜面 上 的 切 向 分 量 7 与 一 is 的 夹 角 , 见 图 2. 12。 

例 2.8 加 法 分 解 在 塑性 力学 中 的 应 用 。 ”在 小 变形 的 连续 介质 力学 中 ,加 法 分 解 
的 物理 意义 十 分 明显 。 例 如 可 以 把 位 移 梯 度 张 量 分 解 为 应 变 张 量 与 旋转 张 量 2 两 部 
分 。 其 中 应 变 张 量 £ 是 对 称 张 量 ,由 2.4 节 知 , 它 所 对 应 的 线性 变换 是 沿 主轴 方向 的 伸 长 
(或 缩短 ) ,因此 应 变 张 量 表 示 线 元 的 纯 变 形 ;而 旋转 张 量 O 是 反对 称 张 量 , 若 其 反 偶 矢量 
为 @, 则 对 于 任意 矢量 uO 所 做 的 线性 变换 为 

QDeu=oOxXu 
在 小 变形 情况 下 ,上 式 表示 线 元 绕 2 的 轴 方 向 的 刚体 转动 ,转动 矢量 为 22 的 反 偶 矢 量 
wm。 因此 ,在 小 变形 问题 中 ,位 移 梯度 张 量 通 过 加 法 分 解 为 一 个 反映 纯 变形 的 张 量 和 一 
个 反映 刚体 转动 的 张 量 。 


在 塑性 力学 小 变形 理论 中 ,通常 进一步 将 应 变 张 量 分 解 为 球形 张 量 seG 与 偏 斜 张 量 


e 两 部 分 ,其 中 球形 张 量 代 表 了 所 研究 微 元 体 的 体积 变形 9, 它 只 与 应 变 张 量 的 第 一 主 不 


© 见 2.5.6.5 节 和 图 2.9 


Bo- ee oe a l a ETA 


变量 有 关 
0 = (+e +E) = A = 36 
Mese ae 对 于 绝 大 部 分 金属 材料 ， 塑性 变形 不 包含 体积 变 
形 , 只 与 偏 斜 张 量 e AK, 
塑性 力学 中 常常 遇 到 比例 加 载 的 概念 。 对 于 偏 斜 张 量 而 言 ,由 于 它 只 有 2 个 独立 的 
主 分 量 , 所 以 如 果 两 个 偏 斜 张 量 e 与 e" 具 有 相同 的 主 方向 ,其 主 分 量 满足 


A 
el e e el 
S=5 或 12-3 (2. 6. 18) 
e ez ez ez 


它们 之 间 就 互 为 比例 张 量 。 从 (2. 6. 12) 式 或 (2. 6. 15) 式 还 可 看 到 ,当主 方向 保持 不 变 时 ， 
一 系列 的 偏 斜 张 量 是 否 成 为 比例 张 量 只 取决 于 它们 的 OR 办 在 加 载 过 程 中 是 否 改 变 。 
塑性 力学 中 还 常常 用 Lode 参数 /来 表示 ww( 或 从 
(D, — Dı) + (D: — D;) 
D, 一 D; 

显然 ,比例 加 载 应 使 加 载 过 程 中 应 变 偏 量 的 主 方向 不 变 ,Lode 参数 y 不 变 , 只 改变 f. 

应 当 引 起 注意 的 是 ,正如 2.5.6.5 节 末 所 指出 ,在 连续 介质 力学 中 ,对 于 大 变形 的 几 
何 分 析 , 这 种 基于 线性 全 加 规则 的 加 法 分 解 已 无 意义 ,而 且 此 时 反对 称 二 阶 张 量 也 已 不 能 
表示 纯 转 动 ,必须 采用 下 一 小 节 所 介绍 的 乘法 分 解 。 

2.6.1.3 二 阶 张 量 标 量 不 变量 的 进一步 分 析 

任意 二 阶 张 量 工 的 加 法 分 解 式 (2. 6.4); 

T=N+Q (2. 6. 4) 

将 其 中 的 对 称 张 量 N 在 其 主轴 方向 , 即 正 交 标准 化 基 e ,es ,es 中 化 为 对 角 型 标准 形 ,对 
应 的 矩阵 为 


L =V3cot(w 1/3) = V3tang = (2.6.19) 


N, 0 0 
[N]= 10 N, 0 (2. 4. 2b) 
0 0 N; 


因此 ,对 称 二 阶 张 量 N 的 任意 非 零 的 标量 不 变量 都 可 以 通过 N N N 这 三 个 参数 表 
达 , 其 独立 的 不 变量 数 为 3 个 。 反 对 称 张 量 在 N 的 主轴 方向 的 矩阵 必定 可 表示 为 以 下 


ÉR: . 
0 QQ È, 0 —w ~% 
[2] = a 0 Ql= | o 0 —o 
de, 0 一 om 0 


” 式 中 为 @ 的 反 偶 矢量 ,由 (2. 5. 29) 式 定义 。 因 此 任意 二 阶 张 量 T 在 N 的 主 坐标 系 中 
的 分 量 依赖 于 6 个 参数 Ni, N: , N; 90, s0 W T 的 任意 非 零 的 标量 不 变量 都 可 以 通过 . 


E nt Se cc ae 


Beat * sey ae i 
这 6 个 参数 表示 。 例 如 : 


trN = Ni 十 Ni +N; 
tr(N’) = tr(N. N) = (N,)? +(N,)? 二 (Ns)? 


tr(N?) = tr(Ne N° N) = (NI) + Ns) + (N3)3 
以 上 3 式 类 似 于 (2. 3. 8a,b,c) 式 。 此 外 还 有 


trQ ad 0， 


tr(Q’) =— 2[ Cw)? + Cw)? + Cod], tre) = 0 
以 及 


trCN。 Q) = tr(Q-N) =0, 
tr(N > @) 


LN, (oS +08) + No (ak + af) + Ny (ak + 08) ] 
tr(N’? «+ Q) = 0 
tr(N e Q?)= tr(N + Q? - N) = tr(Q’- N?) = tr(Q- N’- Q) 
=— [Ni Co + 0) + NICs + wi) + Ni Cot +o) J 

tr(N® e Q) = tr(N? + Q-N) =tr(N*Q+N*) = trQ. N*) =0 

tr(N + Q°) =t e N) = tr(Q’ + N-Q) = tR Ne =O 
rN- R.N. Q) = tr(Qs> N.R. N) =—2[N,N,(@,)? + N,N; C)? + NN; (Cw,)’] 
tr(N® e Q?)= tN + @ © N) = tr(N e @ +N’) = tr(Q’ e N?) = tr(Q+ N+ Q) 

=— [Ni (w} + o) + NEC + w)) + N3(o? + 3) ] 

trCON + @) = ++ = 0 
tr(ON e Œ N- Q)= 


— (Ni — N:)(N: — N3) (N; — Ni )w w, w, 
=— tr( Œ .N2 .CD .N) 一 … 


以 及 其 它 许 多 标量 不 变量 。 上 面 以 “…” 表 示 按 照 下 述 保持 循环 顺序 不 变 的 原则 衍生 出 来 
的 迹 不 变量 ,例如 
tr(a。D。c) 一 tr(D。c。a) 一 tc。a。D) 


tras beced) =tr(becedea) =tr(eedsa+b) =tr(dea+bec) 


Boehler® 证 明 非 对 称 二 阶 张 量 了 的 任意 标量 不 变量 均 为 上 述 形式 的 迹 不 变量 中 7 
个 不 变量 (我 们 称 为 “基本 ?不 变量 ) 的 函数 ,它们 是 


trN, trCN’) ,trCN3) ,tr(Q’) ,trCON ® QD?) ,trCN $ @),trN? © 2 eN.: Q) 


Pennisi 与 Trovato? 举 了 许多 例子 ,证 明 这 7 个 基本 不 变量 中 的 任 一 个 都 不 能 表示 
© Boehler, J. P. , ZAMM 57, 323~327(1977). 


© Pennisi, S. and Trovato, M. , On the irreducibility of Professor G. F. Smiths’ representations for isotropic 
functions, Int. J. Engng Sci, 25, 1059~1065(1987). 


EE a ult ca ee 
WHE 6 个 的 单 值 函 数 。 例 如 ,其 中 一 个 例子 如 下 


0 0 0 
"=f —1 ii Ep N, = 0, N, =—1, N; = 1 


0 0 1 
0 1 1 
oa 0 | Bh w,=—1, w=1, w, 一 一 1 
=f =—1 0 
或 
0 一 1 1 
N = No = 1 0 l},. E «œ =—1, wœ=1, œ =1 
—1 一 1 0 


两 种 情况 (1) 与 (2) 对 应 的 上 述 7 个 基本 不 变量 中 前 6 个 不 变量 值 相同 ,而 第 7 个 不 变量 
的 值 却 不 相同 。 这 一 例子 说 明 第 7 个 不 变量 不 能 表示 为 前 6 个 基本 不 变量 的 单 值 函数 。 

但 是 ,这 7 个 基本 不 变量 都 可 以 由 6 个 参量 Ni , Na , Na ,wl Wy ,os 来 表示 的 ,因此 这 
7 个 基本 不 变量 之 间 必 定 存在 某 种 关系 ,应 该 认为 这 7 个 基本 不 变量 之 中 只 有 6 个 是 独 
立 的 。 在 7 个 基本 不 变量 所 构成 的 七 维 空间 ,它们 的 取 值 并 不 能 全 部 充满 ;只 有 与 6 TS 
量 Ni, N, No, .@, w 所 对 应 的 六 维 子 空间 是 7 个 基本 不 变量 的 取 值 范围 。 我 们 可 以 
用 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 事实 。 例 如 函数 f(a,B) 是 自 变量 a 与 8 的 函数 ,其 中 a= 
sin0,p8 一 cosg。 两 个 自 变量 a 与 8 中 任 一 个 都 不 是 另 一 个 的 单 值 函数 ,因此 不 能 用 它们 中 
的 任 一 个 代替 另外 一 个 。 但 是 这 两 个 自 变 量 a 与 6 之 间 满 足 关 系 w2 十 B2? 一 1, 所 以 与 8 
的 变化 域 并 不 是 (a,B) 全 平面 ,而 只 是 其 中 半径 为 1 的 圆周 线 ,因此 应 当 认 为 独立 的 自 变 
量 只 有 一 个 ( 即 2) 。 


2.6.2 二 阶 张 量 的 乘法 分 解 ( 极 分 解 ) 

在 连续 介质 力学 中 进行 大 变形 的 几何 分 析 时 ,通常 需要 对 变形 梯度 张 量 进行 乘法 
分 解 。 
定理 正则 的 二 阶 张 量 了 必定 可 以 分 解 为 一 个 正 交 张 量 @ RO.) SEK H 
(RAL) AB 


T=Q-H (2. 6. 20a) 
T= H,-Q, (2. 6. 20b) 
(2. 6. 20a) 式 称 为 右 极 分 解 ,(2. 6. 20b) 式 称 为 左 极 分 解 ,可 以 证 明 , 左 、 右 极 分 解 都 是 唯 


一 的 。 
证 明 (1) 对 于 正则 的 二 阶 张 量 T 存 在 唯一 的 正 张 量 H 5H. 
若 (2. 6. 20) 式 的 两 种 极 分 解 成 立 , 则 


T=(Q-H)'’=H'-Q'=H-@Q 

T = (H, -Q,)" = Qi + Hi = Qi + H, 

TT -T= H Q". Q. H= (2. 6. 21a) 
T-T’ =H,-Q,-Q)-H, = H,’ (2. 6. 21b) 
上 式 指 出 了 由 正则 的 二 阶 张 量 构 作 满足 (2. 6. 20) 二 式 的 正 张 量 H 5H IA, 2.5.4 49 
中 业已 证 明 (2. 5. 19) 式 TT .TIT>>0 和 T.TzI>0, 所 以 它们 存在 方 根 , 且 其 方 根 也 是 正 张 
量 , 即 


H= /T'-T>0 (2. 6. 22a) 
H, = /T-T' >0 (2. 6. 22b) 


习题 2.9 5 2.21 还 证 明了 TT。T 和 T。T7?、 从 而 H 与 H1 具 有 相同 的 主 分 量 ,但 其 主 方 
向 之 间 差 一 个 刚性 转动 。 
(2) 由 T 与 H( 或 A, ) 唯 一 地 确定 正 交 张 量 CR Q). 
EKE HH 与 Hi 的 逆 必 定 存在 , 故 可 唯一 地 构 作 | 
Q=T-H? (2. 6. 23a) 
Q = (H,)"-T (2. 6. 23b) 
下 面 证 明 按 (2. 6. 23) 的 二 式 构 作 所 得 到 的 是 正 交 张 量 
Q7 = (T. HD)" =(H"')*-T'= (H)? .TI 一 百 : .7TT 
QI = (H7 -T)' =T'- HY 
Q'-Q=H"'-T'-T-H'! =H'-H-H'!=G-G=G 
Qı -Q = H’ T: T | H` = H’ +--+ W;' =G-G=G 
上 二 式 证 明了 按照 (2. 6. 23a,b) 二 式 可 以 唯一 地 构 作 两 个 正 交 张 量 。 
同一 张 量 左 、 右 极 分 解 的 关系 为 
Q=Q (2. 6. 24) 
| H=Q"-H,-Q, 即 H, =Q-H-Q" (2. 6. 25a) 
证 明 上 二 式 的 方法 是 将 左 极 分 解 的 (2. 6. 20b) 式 化 为 右 极 分 解 的 (2. 6. 20a) 式 的 
ÉR: 
T= H, eQ =Q -Qi .HH °- Q 
然后 证 明 OF H ，@: 是 一 个 正 张 量 。 再 利用 左 、 右 极 分 解 的 唯一 性 ,对 比 上 式 与 
(2. 6. 20a) 式 可 证 明 左 、 右 极 分 解 所 对 应 的 正 交 张 量 相等 , 即 (2. 6. 24) 式 ;还 可 证 明 左 、 右 
极 分 解 对 应 的 正 张 量 HH 与 Hi 的 关系 (2. 6. 25a) 式 , 正 张 量 H 与 Hi 的 主 分 量 相同 ,只 是 二 
组 基 矢 量 之 间 有 一 个 刚性 转动 ?。 即 
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3 3 
= H= Da: e; @; s 则 H, = Sai ee: (2. 6. 25b) 
i=] i=1 
式 中 é=Q°e; (一 1,2,3) 


2.7 正 交 相似 张 量 


如 前 述 , 同 一 张 量 T 经 左 、 右 极 分 解 后 得 到 的 正 张 量 H, 5 H ZERE. 6. 25a) xk, 
KASH AHERAUKE. 
定义 ” 若 有 两 个 二 阶 张 量 A,B 之 间 满 足 
B=Q-A-Q", Bf A=0 .8B.0 (2.7.1) 
式 中 Q 为 正 交 张 量 , 则 称 4 与 B 互 为 正 交 相似 张 量 。 | 
下 面 的 定理 给 出 了 对 称 二 阶 张 量 满足 正 交 相似 的 充分 且 必 要 条 件 。 
定理 ”对称 二 阶 张 量 N 与 M 互 为 正 交 相 似 的 充分 且 必 要 条 件 是 它们 的 3 个 主 不 变 
量 相等 。 
Ji =f G=1,2,3) (2.7.2) 
证 明 方 法 如 下 。 
(1) 必要 性 : 即 已 知 M=Q。N .87, 求 证 = (i 二 1,2,3)。 
为 此 只 需 证 明 M 与 N 的 特征 行列 式 相同 。 证 明 如 下 ， 
det( 一 Mi) = det(G — M) = detaG — Q » N » Q7) = det(Q* (GG — N) » Q7) 
= (detQ)[det(aG — N) ](detQ") = det(aG — N) = det(asj— Ni,) 
故 M 与 NN 的 主 不 变量 相等 。 . 
(2) 充分 性 : 即 已 知 六 = 二 JY(i==1,2,3) ,求证 M 与 N 正 交 相 似 。 
因为 M 与 N 为 对 称 二 阶 张 量 , 罗 一 内 (G 一 1,2,3), 所 以 
G) AY =A =a; G=1,2,3) 
Gi) M 与 N 的 特征 矢量 ex 与 eN(i==1,2,3) 都 是 正 交 标准 化 基 , 这 两 组 基 矢 量 的 内 
积 必然 相等 , 即 
Mee m6 —e ee Gj =1,2,3) 
因为 保 内 积 的 变换 必定 是 正 交 变换 ,所 以 必定 存在 一 个 正 交 张 量 8, 使 
e = Qe eA = @N 


Hid N= D heie M M= > ， M=Q' N.Q" 


上 述 定理 必要 性 的 证 明 (1) 也 适用 于 非 对 称 一 阶 张 量 ,但 充分 性 的 证 明 (2) 却 不 适用 
于 非 对 称 二 阶 张 量 。 即 ; 若非 对 称 二 阶 张 量 正 交 相 似 , 则 它们 的 3 个 主 不 变量 相等 。 但 
是 主 不 变量 相等 的 两 个 非 对 称 二 阶 张 量 A,B 却 不 一 定 是 正 交 相似 的 。 此 时 ,如 果 4 5 B 
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可 以 在 各 自 的 基 8; 5g 中 化 为 同一 种 标准 形 时 , 即 
A= Aggi, B= B gg" Bi, =A, Gi’ =i, j =j) (2.7.3) 
ASB 是 相似 张 量 。 
相似 张 量 的 定义 如 下 : 设 $ 表示 从 g; 到 8! 的 线性 变换 张 量 (S 为 正则 的 二 阶 张 量 ， 
但 一 般 不 是 正 交 张 量 ) 


gi 一 S 8; (2.7. 4a) 
则 可 以 证 明 
g =g es (2. 7. 4b) 
ik A,B 之 间 满 足 
B=S-A-S? (2.7. 5a) 
A=S?-B-S (2.7. 5b) 


(2.7.5) 式 正 是 张 量 A 与 B 互 为 相似 张 量 的 定义 。 
而 对 于 A 与 B 不 能 化 为 同一 种 标准 形 的 情况 ,即使 它们 具有 相同 的 不 变量 ， 也 非 相 
似 张 量 , 更 非 正 交 相似 张 量 。 


习 题 


2.1 求证 二 阶 张 量 的 主 不 变量 和, Ard h CO2. 3. DREWNIE F HS CB 

(2. 3.9) 式 定义 ) 的 关系 式 为 
A =f , A zi sly )? -f is PA = as 3 一 六 太太 +A 
以 及 
fA =f, f = Y — 2f, fs = (fi? — 3h, fo + 3A 

2.2 BA: ONIKE T 5T 互 为 转 置 (T; = 

求证 : TAS 具有 相同 的 主 不 变量 。 

(提示 : 可 先 证 它们 具有 相同 的 矩 ) 

2.3 GA: 任意 二 阶 张 量 4,B, 且 

T=A-B, S=B-A 

求证 : THS 具有 相同 的 主 不 变量 。 

(提示 : 可 先 证 它们 具有 相同 的 矩 ) 

2.4 求证 : (1) [Tu v wittu Tev w]+[u v Tewl=f[u v w] 

(2) [Tea T+b c]+[a T+b T-c]+[T-a b T-cl=$[a b ¢] 

2.5 CA: 实 对 称 张 量 N, 其 特征 方程 具有 3 个 不 等 的 实 根 。 

RUE: N 所 对 应 的 3 个 主轴 方向 a ,az ,as 是 唯一 的 且 互 相 正 交 。 


Foie as ae 


2.6 已 知 : 六 一 elel 十 2eses 一 2(elez 十 ezel ) 一 2(eles 十 esel ) 


De SA 2 
W Sla a j 
一 2 0 0 


RK: (1) 主 分 量 ( 从 大 到 小 排列 ) 。 
(2) 主 方向 对 应 的 正 交 标准 化 基 ei ,ez ,ey (右手 系 ) 。 
2.7 已 知 : N=10ee, +4 (ee +e,e, )+5e:e, 一 2(eles 十 esel ) +3 (e,€; +e e )— ee 


10 4 一 2 
[NjJ=| 45 3 
ae T 


A: (1) 主 分 量 ( 从 大 到 小 排列 ) 

(2) 主 方向 对 应 的 正 交 标 准 化 基 er ,ez ,ez AFR). 
2.8 求证 对 于 任意 二 阶 张 量 T, 有 

ACA) = det(adj— T!,) = det(rd/— T;’) 
2.9 CA: 任意 二 阶 张 量 了 及 其 转 置 张 量 T 三 ,又 
X=T.T, Y=T-T 
RUE: X.Y 均 为 对 称 张 量 , 且 
AC) = det(Adi— X!) = det(Adi—Yi,) 

(两 张 量 的 主 分 量 相等 ,但 对 应 主 分 量 的 基 矢 量 并 不 相等 ) 
2.10 CA: 任意 二 阶 张 量 T, 任 意 矢 量 u。 
求证 : Te u=ue T" 
2.11 CA: 任意 二 阶 张 量 4,B。 
求证 : (AB)™=B" + At 
2.12 GA: T 为 正则 的 二 阶 张 量 ,z H-KE,T-u=0 
求证 : u=0 
2.13 CA: 了 为 正则 的 二 阶 张 量 。 
求证 : 其 逆 张 量 TUES Tee, BT ]=[T] 
2.14 求证 : (T7) =T (7T 为 正则 的 二 阶 张 量 ) 
2.15 已 知 : A,B 为 正则 的 二 阶 张 量 。 
求证 : (A+ B) =B +A”? 
2.16 (1) BA: 了 为 任意 二 阶 张 量 。 
求证 : T° I7>0,T" + TS0 
(2) BA: T 为 正则 的 二 阶 张 量 。 


hh E ee 


求证 : T+ T’>0,T' » T>0 

(提示 : 利用 2. 10,2.11 BD) 

2.17 GA: 正 交 张 量 8。 

RIE: O=O ! 亦 为 正 交 张 量 。 

2.18 CA: 对 于 任意 矢量 w,wv , 均 成 立 (Q* wu)，(Q*v)=u*v 

求证 : 0 =0 ,Q 为 正 交 张 量 。 

2.19 BA: 矢量 wo , 正 交 张 量 8。 

求证 : (QO .mp )X (Q. w)=(detQ)Q + (v Xw) 

2.20 BA: 矢量 wo ,正则 的 二 阶 张 量 B。 

RUE: (B+ v) xX (B+ w)= (detB) (B™')* + (w Xw) 

2.21 求证 2.9 题 与 2. 16 MP X=Te T SY=T-TZARWHERMUKE. 
即 , 存 在 正 交 张 量 Q, 使 X=Q*，Y :0 

2.22 BH: D 为 二 阶 对 称 张 量 N 的 偏 斜 分 量 。 


RIE: 下 =0, =A ZA)! 


P= -FEIAEDD 
办 一 一 言 {(N -NY + (NENG)? + 
(N?,;—N}, > +6(N?,N?, 十 Ne N, +N?, N )} 


2.23 Rik: MEHKE DD 与 它 对 应 的 对 称 二 阶 张 量 N 具有 相同 的 主 方向 ,其 主 分 量 
满足 


p= Ni 一 二 由 Gs 
2.24 已 知 : 二 阶 张 量 


T 一 一 Jee -Bee 十 V3ezei i= ezez 十 3eses 


求 : (1) 进行 加 法 分 解 。 
(2) 进行 乘法 分 解 。 : 
2.25 对 于 以 下 三 种 应 力 状态 的 应 力 张 量 ,将 其 分 解 为 球形 张 量 与 偏 斜 张 量 S。 求 
FAR VBR IEEE S H o 角 。 
(1) 单 向 拉 伸 : 0, =o) >0,0,=0,=0; 
(2) 单 向 压缩 : o =o 王 0,o 一 一 <0; 
(3) 纯 剪 切 : ol =t>0,0,=0,0,=—T, 


90 - PO al die an 


2.26 已 知 : 任意 二 阶 张 量 T, 其 正 交 相似 张 量 为 T,T=Q T. 07,0 为 一 正 交 张 
量 。 若 工 的 特征 值 为 ,特征 矢量 为 ;了 工 的 特征 值 为 1 ,特征 矢量 为 a。 

求证 : A=A, =Q + a 

2.27 BA: 对 称 二 阶 张 量 M 与 N 之 间 满 足 : M := N。 

RE: M 与 N 具有 相同 的 主 方向 。 

2.28 OA: 4 为 二 阶 张 量 ,@ 为 任意 正 交 张 量 ,对 于 一 切 Q, 均 有 0Q.4.0I=4 

求证 : 4 为 球形 张 量 。 

2.29 将 任 一 二 阶 张 量 的 3 个 主 矩 Ai S ( 见 (2.3.8a,b,c) 式 ) 表 示 为 Ni N2, 
N; ‚w; 5@, ,ws( 见 2.6.1.3 节 ) 的 函数 。 


第 3 章 张 量 函数 及 其 导数 


在 自然 界 中 ,各 种 物理 状态 常常 用 一 系列 物理 量 来 描述 ,而 其 中 不 少 物 理 量 又 是 张 
量 。 如 温度 .密度 .压力 .能量 等 是 标量 ;位 移 、. 速 度 . 力 力矩 .热流 密度 . 电 失 以 及 下 一 章 
HE PALS BAL EB BE .压力 梯度 等 是 矢量 ;应 力 、 应 变 、 位 移 梯度 、 变 形 梯度 .惯性 矩 ,应变 
率 等 是 二 阶 张 量 ;等 等 。 描 述 某 种 物理 状态 的 各 张 量 相互 之 间 常 常 是 互相 关联 的 。 例 如 ， 
根据 虎 克 定律 ,在 受 力 的 线 弹性 材料 中 应 力 与 应 变 成 比例 ,它们 之 间 的 关系 是 材料 本 身 的 
客观 力学 性 质 ;又 如 ,描述 固体 受热 状态 的 傅 里 叶 热 传导 定律 指出 ,固体 材料 中 的 热流 密 
度 与 温度 梯度 成 正比 ,它们 之 间 的 关系 取决 于 固体 的 导热 性 质 。 但 是 , 除 标量 外 ,这 些 物 
理 量 都 是 一 些 可 以 随 坐标 转换 而 改变 的 数 的 集合 。 这 里 提出 了 两 个 问题 :C1) 如 何 表达 这 
些 物理 量 之 间 的 相互 关系 ,才能 正确 表示 客观 的 物理 规律 ;(2) 用 什么 方法 来 定量 地 表达 
一 个 物理 量 随 另 一 个 (或 一 些 ) 物 理 量变 化 的 “变化 率 ”? 这 就 涉及 到 张 量 函 数 导数 的 概 
念 。 本 章 将 阐述 这 两 个 问题 。 

还 应 说 明 的 是 ,本 章 仅 限 于 讨论 不 同 张 量 之 间 的 函数 关系 ,不 涉及 各 个 张 量 随 空间 点 
位 (坐标 ) 的 变化 。 当 需要 讨论 张 量 的 分 量 时 ,也 完全 不 涉及 在 同一 个 坐标 系 中 基 矢 量 随 
空间 点 位 的 变化 。 


3.1 张 量 函 数 、 各 向 同性 张 量 函数 的 定义 和 例 


3.1.1 什么 是 张 量 函 数 


在 代数 学 中 ,矩阵 可 以 作为 某 些 函数 的 元 。 例 如 n 阶 方 阵 的 & 次 寡 即 该 矩阵 自 乘 
& 一 1 次 , 它 仍 是 一 个 n 阶 方 阵 : 
LT = (TILT) 


[T] = serena 
FEELIN k KEDR, EET n RAS, ic fel A). eM ELT I 
函数 


I ola E os 


CH] =f ([T]) = coL1] +a[T] +o[T]? ++ +c LT] (3. 1. la) 
上 式 实际 上 反映 了 和 矩阵 [LH] 与 矩阵 [了 的 各 元 素 之 间 有 函数 关系 : 
Hi; = 008) +c Tey +e Tu Th; t+ oT Ta, TH (3. 1. 1b) 
在 2.5.3 节 中 我 们 已 经 定义 过 二 阶 张 量 的 寡 , 当然 也 可 以 类 似 地 定义 二 阶 张 量 五 是 以 二 
阶 张 量 T 为 自 变量 的 函数 : 
H = f(T) 一 coG 十 ciT 十 cz 下 2 十 …… 十 ce (3. 1. 1c) 
此 式 的 分 量 式 也 是 (3. 1. 1b) 式 。 
上 面 所 列举 的 函数 形式 是 多 项 式 。 一 般 说 来 , 若 一 个 张 量 AK RH 
于 nn 个 张 量 Ti ,Ts,…,T,( 矢 量 、 张 量 ) 而 变化 , 即 当 工 ,T;,…,T, 给 定时 ,了 HH 可 以 对 应 地 确 
定 ( 或 者 说 ,在 任 一 坐标 系 中 ,HH 的 每 个 分 量 都 是 T TtT, 的 一 切 分 量 的 函数 ), 则 称 
H 是 张 量 Ti,T,,*,T, 的 张 量 函数 。 记 作 
H = FT,T,,*,T,) (3.1. 2) 


3.1.2 张 量 函 数 举例 


本 小 节 举 出 一 些 张 量 函数 的 例子 以 帮助 读者 理解 。 
例 3.1 矢量 zx 的 标量 函数 9: 标量 p ERE u 在 某 一 特定 坐标 系 中 的 分 量 xl ,ze 
之 和 : 


ọ = fu) = u +u (3.1.3) 
例 3.2 矢量 "的 标量 函数 p: 质 点 的 质量 为 o REA ,其 动能 
p= fw) = želv |? (3.1.4) 


例 3.3 矢量 下 ,wu 的 标量 函数 :-FACAFRAND u 为 质点 的 位 移 , 力 所 做 
的 功 


p= f(F,u)=Feu (3.1.5) 
$13.4 矢量 v 的 矢量 函数 4: 设 为 给 定常 数 
u = F(v) = — kv (3.1.6) 
$13.5 Rv 的 矢量 函数 &: 设 KHAEMKIOM SKE 
u=F(v) =—K°v (3.1.7) 
例 3.6 二 阶 张 量 了 的 标量 函数 p 等 于 了 在 某 一 特定 坐标 系 中 的 第 一 个 分 量 ， 
g= f = Th (3.1.8) 


例 3.7 对 称 二 阶 张 量 e 的 标量 函数 0: 体 积 变形 0 等 于 e 在 某 一 坐标 系 中 的 三 个 正 
应 变 之 和 : 
0 = fle) =e, +e, + e (3.1.9) 
例 3.8 二 阶 张 量 T 的 标量 函数 9g:9 为 T 的 矩 


I E aa 


p= f(T) =T» T= TiTi = f" (3. 1.10) 
例 3.9 对 称 二 阶 张 量 8 的 对 称 二 阶 张 量 函数 ec : e ,o 分 别 为 应 变 张 量 与 应 力 张 量 ， 
设 C 为 给 定 四 阶 常 张 量 , 称 为 弹性 张 量 。 应 力 与 应 变 的 关系 为 


o=F(e) =Cie i (3. 1. lla) 
上 式 的 分 量 形式 为 
o; = Cyne” (3. 1.11b) 
关于 Ca 可 见 例 1.7 所 给 ,弹性 张 量 满足 Voigt 对 称 性 : 
Ciu = Cjinu = Cite = Cui (3. 1. 11c) 


例 3.10 ”对 称 二 阶 张 量 e 的 对 称 二 阶 张 量 函数 " : 6,0 分 别 为 应 变 张 量 与 应 力 张 
量 , 设 4 与 4 为 材料 的 弹性 常数 (2 为 Lamé 参数 ,/ 为 剪 切 模 量 ) ,各 向 同性 材料 的 广义 虎 
克 定 律 为 


o=F(e) = MG+2ue (3.1.12) 
$13.11 二 阶 张 量 工 的 二 阶 张 量 函数 五: 
H=F(T)=T’ (3.1.13) 


例 3.12 二 阶 张 量 T 的 二 阶 张 量 函数 五 ,下 式 中 ao ,a1，… ,a 为 标量 函数 : 
H=F(T)=ao ($7 $7 £2) Gta GT AAD TH ta GT S AT" (3.1.14) 
例 3.13 多 种 自 变量 的 二 阶 张 量 函数 c :对 于 压 电 材料 ,函数 o 为 应 力 张 量 ; 自 变量 
为 e ,E,T; 其 中 ,应 变 张 量 e 为 二 阶 张 量 ,电场 强度 EARS WET 为 标量 。 设 C 为 给 
定 四 阶 常 张 量 , 称 为 弹性 张 量 ,B 为 给 定 三 阶 常 张 量 , 称 为 压 电 张 量 ,4 为 给 定 二 阶 常 张 
量 , 称 为 热 张 量 。 压 电 材料 的 本 构 关 系 为 
o=F(e,E,T) =C: e +B» E+AT ` (3. 1. 15a) 
上 式 的 分 量 形式 为 
0;; 一 Cywue* + ByE* + AyT (3.1. 15b) 


3.1.3 各 向 同性 张 量 函 数 


由 于 张 量 的 分 量 一 般 是 因 坐 标 转换 而 变化 的 9 ,因此 在 描述 张 量 与 张 量 之 间 的 函数 
关系 时 ,同一 个 函数 在 不 同 坐 标 系 中 将 具有 不 同 的 形式 。 如 在 例 3. 1 中 标量 8g 是 矢量 
在 某 一 特定 坐标 系 R( 例 如 ,图 3.1 示 z, 安 笛 卡 儿 坐标 系 ) 中 的 分 量 wu ZA: 

P= fm U) = fa u?) = uw t? (3.1.3) 
当 坐 标 系 由 zx! ，x?* 顺 时 针 旋转 06 角 转 换 为 另 一 笛 卡 儿 坐 标 系 x", 以 后 ,由 于 矢量 分 量 
满足 坐标 转换 关系 


u! = u cosh + u? sinf 


@ 标量 不 随 坐 标 转换 而 变化 。 对 于 二 阶 张 量 而 言 ,只 有 球形 张 量 的 分 量 不 随 坐 标 转换 而 变化 。 


Mr pe ee OM A A AE A 


u? =— u” sinf + u” cosb 
例 3. 1 的 函数 在 笛 卡 儿 坐 标 系 R", zx? ) 中 应 采取 的 形式 为 
P = fy W = fen (2) = u” (cosh — sinf) + u” (sind + cosh) (3. 1. 3a) 


3.1. 3) 式 与 (3. 1. 3a) 式 表示 同一 个 标量 函数 在 不 同 坐 标 系 中 的 表示 形式 ;其 左 端 是 同一 
个 不 因 坐 标 转换 而 变化 的 标量 值 ,而 其 右 端 ,一 般 说 来 ,同一 个 函数 在 不 同 的 坐标 系 中 ， 
fa ul wv wR fa uu” ,ws ) 的 形式 是 不 相同 的 。- 

P = fmu su u?) = fia ul u? az) 
这 里 用 函数 符号 f 的 下 标 (g) 与 (W) 来 区 别 不 同 坐 标 系 中 不 同 的 函数 形式 。 我 们 有 时 特 
别 感 兴趣 的 是 这 样 一 类 标量 函数 ,它们 的 表示 形式 不 因 坐 标 系 ( 因 而 基 矢 量 ) 的 刚性 旋转 
而 改变 ,这样 的 标量 函数 称 为 各 向 同性 标量 函数 。 即 定义 满足 下 式 ; 


fu" u” ou?) = fu u, u?) (3. 1. 16a) 
或 者 ,对 于 自 变量 为 二 阶 张 量 的 情况 ,满足 
f(T") = f(T#) (3.1. 16b) 


的 标量 函数 为 各 向 同性 标量 函数 。 这 里 去 掉 了 用 以 区 别 坐 标 系 的 下 标 , 例 如 (名 或 (W)， 
因为 函数 形式 不 依赖 于 坐标 系 的 转换 ;换言之 , fm 与 fw 是 同一 个 函数 , 记 作 f O, 

如 例 3.2、 例 3. 3 所 表示 的 是 矢量 的 各 向 同性 标量 函数 , 例 3.7, 例 3. 8 是 二 阶 张 量 的 各 
向 同性 标量 函数 。 读 者 可 以 令 坐 标 旋转 ,矢量 分 量变 化 ,而 检查 等 式 右 端 项 函数 形式 不 变 。 

为 了 便于 在 数学 上 表达 ,往往 想象 坐标 系 (因而 基 矢 量 ) 不 变 ,而 作为 自 变量 的 矢量 做 
反 向 的 刚性 旋转 变 为 u, WE 3. 1(b) R. ERE 3. 1(a) 中 矢量 二 在 顺 时 针 旋 转 后 的 坐 
PR x", a” PE u" ,zz 与 图 3. 1(b) 中 逆 时 针 旋转 后 的 矢量 去 在 原 坐 标 系 zx!1，z? 中 
的 分 量 a! a? An 


Ca) 例 3. 1 的 笛 卡 儿 坐 标 系 及 其 顺 时 针 旋 转 :(b) 例 3. 1 中 矢量 二 着 时 针 旋 转 
图 3.1 


O 当 采 用 曲线 坐标 时 ,在 函数 /中 可 能 出 现 度量 张 量 。 例 如 f= |z|: 一 双 一 xiui; 当 只 用 逆 变 分 量 表示 时 ,太一 
gju'ui ,后 一 表达 式 中 出 现 Eijo 
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= u, u = u? 
因而 ,不管 此 函数 是 否 各 向 同性 ,就 函数 的 表达 形式 而 言 ,将 作为 自 变量 的 矢量 旋转 与 将 
坐标 系 向 反方 向 旋转 而 矢量 不 变 是 等 价 的 ， 


fim u su) = fw Cu" su ) (3.1.17) 
而 对 于 矢量 的 各 向 同性 标量 函数 , 当 作为 自 变 量 的 矢量 旋转 后 ,函数 的 形式 不 变 , 即 
9 一 Sim Cu! yu?) = fim Cu’ su?) (3. 1. 18) 


定义 ”矢量 的 标量 函数 = fw WHA ukue u 为 任意 正 交 张 量 )， 
函数 值 保持 不 变 , 则 称 此 标量 函数 为 各 向 同性 标量 函数 。 

将 此 定义 方法 推广 至 各 种 张 量 函 数 ENKE X HEX 

d) 若 X =p 为 标量 , 则 


X=o9=¢9 (3.1.19) 
(2) 若 X =u 为 矢量 , 则 
X=u=Q-u=u-Q (3. 1. 20) 
(3) FX 一 T 为 二 阶 张 量 , 则 X=TAT WERKE 
X=T=Q-T-Q (3. 1.21) 


上 面 各 式 中 O 为 任 一 正 交 张 量 ( 可 表示 旋转 与 反射 ) 。 各 向 同性 张 量 函数 可 定义 如 下 。 

定义 RAES XX) , 当 将 自 变 量 X,…X, WHEE XX, 时 ， 
函数 值 x 必 相 应 地 变 为 其 旋转 量 y , 即 

y= COX ，X) > y= f( 久 1，,…, 祷 ,) 对 于 任意 的 Q@ (3.1.22) 

则 称 此 函数 为 各 向 同性 函数 。 其 中 ,旋转 量 的 定义 见 (3. 1.19)~(3.1.21) 式 。 完 全 不 需 
涉及 坐标 系 是 此 种 定义 方法 ((3. 1. 22) 式 ) 的 优点 。 

按照 以 上 的 定义 ,读者 可 以 判断 ,3.1. 2 节 中 除 例 3.1、 例 3.5、 例 3.6、 例 3.9 和 例 
3. 13 外 ,其 余 各 例 都 是 各 向 同性 张 量 函 数 。 其 中 ,如 果 v 表示 温度 梯度 ,u 表示 热流 密度 ， 
例 3.4 是 各 向 同性 材料 的 健 里 叶 热 传导 定律 ,而 例 3. 5 是 各 向 异性 材料 的 健 里 叶 热 传导 
EEO, Bil 3. 9 是 一 般 线 弹 性 材料 的 应 力 应 变 关系 8, 而 例 3. 10 是 各 向 同性 线 弹性 材料 
的 应 力 应 变 关系 。 


3.2 矢量 的 标量 函数 


Cauchy 基本 表示 定理 矢量 vi ,Vs，"… on 的 标量 函数 FCO 15029 Om) AS A LA 
性 的 必要 且 充 分 条 件 为 f 可 表示 为 内 积 v ;* vj(i,j 二 1,2,…,m) 的 函数 。 


O 要 求 热传导 张 量 K 是 对 称 二 阶 张 量 。 
© 要求 弹性 张 量 C 是 满足 Voigt 对 称 性 的 四 阶 张 量 。 
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证 明 方法 如 下 : 首先 证 明 充分 性 。 E f 可 表示 为 内 积 vi wv ;的 函数 , 则 因 
vi 0;=(Q°0;)*(Q+0;) = vi Or， .QO.v; 
=0;°Gevj;=0;°0; (3.2.1) 
所 以 转动 后 vw;* wv ;保持 不 变 , 从 而 函数 f 的 值 也 保持 不 变 , 故 定理 的 充分 性 得 证 。 
关于 定理 的 必要 性 ,只 需 证 明 以 下 命题 : 若 f(v1,vs:,…,v，) 为 各 向 同性 函数 , 设 有 
两 组 自 变 量 v1 ,v2,… ,vw;Wi ,Us，… ,Un; 且 满足 
v: ° Vij—=Uu u; (i,j =1,2,,m) (3. 2. 2a) 
求证 
FCO 15D 0985 Om) = fu Ws, Uy) (3. 2. 2b) 
以 下 证 明 需 用 到 代数 学 中 有 关 矢 量 空间 的 一 些 知识 。 对 于 仅 着 重 于 应 用 张 量 知识 且 
对 有 关 代 数 知识 不 熟悉 的 读者 可 以 略 去 这 一 证 明 , 而 仅 承认 上 述 结论 。 
WE n 维 空间 中 由 自 变量 v1,v，,…,v ,生成 的 子 空间 为 妈 它 也 可 由 v1,02,… Um 
中 的 p 个 线性 无 关 的 矢量 (不 妨 设 为 01,v,,…,v,) 来 生成 ,显然 p<m,p<n, AH 
detLv j* v; ],,;-1,--,p Æ 0 
是 vi U23% U 线性 无 关 的 必要 且 充 分 条 件 , 而 由 (3. 2. 2a) 式 可 知 Uy Ug 9 *** Un, 具有 与 
v1,0s，"…,9s 同 样 的 线性 无 关 性 质 , 故 U ,Ws，"… ,Um 生成 的 子 空间 也 可 由 之 个 线性 无 关 
的 wi ,ws,… ,us RER, RI u ,ws，… ,wu 生成 的 子 空间 为 WU, 显 然 可 以 有 U =V UAN 
两 种 情况 ,下 面 将 证 明 对 这 两 种 情况 只 需 满足 (3. 2. 2a) 式 ,总 可 以 找到 正 交 张 量 ,使 
u;=Q° v; (1=1, 2,++,m) (3. 2. 3) 
分 两 种 情况 讨论 : 
1. WR 4 一 少 可 以 设 一 线性 变换 @ ,使 
Q-v;=u; (i =1,2,+,p) | 


Q-v=v Även 
APY An 维 空间 中 维 子 空间 的 直 交 补 ,十 = n 维 空间 , 且 中 的 任意 矢量 均 
与 Y 中 的 任意 矢量 正 交 。 不 难 证 明 (3. 2. 4) 式 所 示 线 性 变换 是 存在 且 唯 一 的 ,也 就 是 说 这 
样 的 张 量 8 是 存在 且 唯 一 的 。 还 可 证 明 这 个 @ 是 正 交 张 量 。 
n 维 空间 中 的 任 一 矢量 x, 必 可 分 解 为 属于 及 % 的 两 部 分 分 量 之 和 , 即 


且 〈3. 2. 4) 


x= Yaw vi; +x] (3. 2. 5a) 
该 矢量 用 张 量 8 作 线性 变换 得 到 矢量 y ,根据 (3. 2. 4) 式 可 以 写 出 


p 


p 
y=Q°x=Q+ J xc) vt. x, = D Dut x, (3. 2. 5b) 
i=1 


i=1 


WF n HES PLR RE T, REPRISE yy EARS 


OT eI ete uae 


b-5-(De@uth)- (SE @w +h) 
i=1 


=2 DTG) u e u) xex, 


=X OLORE PE SNET ERE: (3. 2. 5c) 


其 中 利用 了 (C3. 2, 20) ROY RM. 上 式 说 明 8 的 线性 变换 对 于 任意 的 矢量 x,Y 是 保持 内 
积 不 变 的 , 故 8 必 为 正 交 张 量 。 而 u 就 是 v ;(i = 二 1,2,…,m) 在 空间 作 相 同 旋转 (或 加 反 
射 ) 所 得 六 。 于 是 根据 各 向 同性 函数 的 定义 即 可 导出 (3. 2. 2b) 式 ,定理 的 必要 性 得 证 。 
2. 如 果 UAV NER p <n ,与 的 垂直 补 % ,WY 是 n 一 p 维 的 子 空间 。 若 在 
LA 内 取 任 一 组 正 交 标准 化 基 v p+ ,0 这 时 总 可 以 定义 一 个 线性 变换 ,使 
人 
Q + yi, i= pl,…,n (3. 2. 6) 
对 于 维 空间 中 任 一 矢量 x 均 可 表示 为 


p 
$2 5G oe: O v; (3. 2. 7a) 
i=l i=ptl 
经 线性 变换 后 变 为 9 
p 
y=Q*x= 0u + > zı Du (3. 2.7b) 


i=l i=pe 


与 (3.2.5c) 式 类 似 ,任意 两 矢量 变换 后 的 内 积 
yey =( Sku +>) HOTIE (X iut 2 Fu) 


j=l 
ECD ECG) Cu + is) 5 z DLL Gu . us 
i,j=ptl 
1 


IDEG) vie ui) 十 5 x, (i) z, Gw: + v=x. ež (3.2.70) 


i,j=p+1l 


由 此 ,同样 可 证 明 O 是正 交 张 量 。 故 对 于 此 种 情况 ， (3. 2. 2b) 式 , 即 定理 的 必要 性 同样 
得 证 。 

由 Cauchy 基本 表示 定理 可 证 前 述 例 3. 3 是 各 向 同性 张 量 函 数 。 

如 果 矢 量 的 标量 函数 9 仅仅 是 一 个 自 变量 wv 的 函数 , 则 在 Cauchy 基本 表示 定理 的 基 
础 上 可 进一步 给 出 pg 二 f(v ) 为 各 向 同性 函数 的 条 件 。 

定理 1 矢量 的 标量 函数 p= Fo ) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 

p= /f(|v|) (3. 2. 8) 
RES Cauchy 基本 表示 定理 中 m =1, WEM 1 便 可 得 到 证 明 。 由 定理 1 可 知 前 述 


i 让 个 id i 
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例 3. 2 是 各 向 同性 函数 。 
3.3 二 阶 张 量 的 标量 函数 


定理 2 二 阶 张 量 工 的 标量 函数 p= 了 (7T) 为 各 向 同性 的 必 要 且 充 分 条 件 为 是 仅 
由 了 与 度量 张 量 G 的 分 量 所 决定 的 标量 不 变量 。 
p= f(T" sgu) = f(T gui) (3.3.1) 
按照 定义 , 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 应 是 当 张 量 T 旋 转 为 了 时 其 数值 9 不 变 的 函 
Bs REF LD RAE AT ENT 与 保持 张 量 不 转 、 反 向 转动 坐标 系 (或 基 矢 量 ) 是 相等 价 
的 ,因此 ,2. 3 节 所 叙述 的 以 张 量 了 的 分 量 表示 的 标量 不 变量 就 是 T 的 各 向 同性 函数 。 
推论 ”二 阶 张 量 了 的 标量 函数 gp= ACT) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 在 正 交 标 
准 化 基 中 ,9 是 仅 由 TT 的 分 量 7 所 决定 的 标量 不 变量 ,与 直角 坐标 选择 的 方向 无 关 。 
p= f(T!) = f(T") 在 正 交 标准 化 基 中 (3. 3. 2) 
由 定理 2 可 知 ,前 述 例 3.7, 例 3. 8 是 各 向 同性 标量 函数 ,而 例 3. 6 不 是 标量 不 变量 ， 
所 以 不 是 各 向 同性 标量 函数 。 
定理 3 对 称 二 阶 张 量 N 的 标量 函数 p= 二 了 (N) 为 各 向 同性 的 必要 且 充 分 条 件 为 9 是 
AH 六 的 主 不 变量 JN SN 8y 所 决定 的 标量 函数 。 
P= fN) = FSR AF pE) (3. 3. 3) 
该 定理 的 证 明 需 利用 2. 7 节 中 的 定理 。 
1. 充分 性 :假定 (3. 3. 3) 式 成 立 ,由 2.7 节 定 理 , 两 个 正 交 相似 张 量 N 与 方 =O. Ne 
O 具有 相同 的 主 不 变量 : 
f=" G=1, 2,3) 
故 由 (3. 3. 3) 式 
P= fN) = FETAI AD = FET, IF EN) = FW) 
因此 ,9g= FCN) 为 各 向 同性 函数 。 
2. 必要 性 :假定 8= f(N) 为 各 向 同性 函数 , 即 f(N) = FCN) ,要 求证 明 函 数 f(N) 与 
六 的 关系 只 能 通过 N 的 不 变量 来 表示 。 换 言 之 ,要 求证 明 : 设 有 另 一 对 称 二 阶 张 量 M， 
满足 
Ji =f G=1,2,3) (3. 3. 4a) 
则 必 有 l 
fM) = fN) (3. 3. 4b) 
根据 2.7 节 中 的 定理 ,满足 (3. 3. 4a) 式 的 对 称 张 量 M 与 N 必定 是 正 交 相似 张 量 
M=Q-N-Q'=N 
而 已 假定 f(N) 是 各 向 同性 函数 ,显然 


Fes 


GOD = f(N) = fN) 
故 (3. 3. 4b) 式 得 证 。 于 是 定理 的 必要 性 、 充 分 性 均 得 证 。 
2.7 节 中 还 指出 ,如 非 对 称 二 阶 张 量 与 了 互 为 正 交 相似 张 量 , 即 T=Q@，T. 87, 则 
它们 的 主 不 变量 相等 , 即 
万 = 下 G= 1,2,3) (3. 3.5) 
{AA wea eI. MAEM RIK i RO RIA AHKRHAPERERH 
函数 
p= fT) = fS I AD = SI A AD (3. 3. 6) 
则 此 函数 也 一 定 是 工 的 各 向 同性 标量 函数 。 反 之 ,T 的 各 向 同性 标量 函数 不 一 定 都 能 表 
达 为 工 的 三 个 主 不 变量 的 函数 。 或 者 说 (3. 3. ORE 9 二 f(T) 为 各 向 同性 的 充分 而 非 必 
要 条 件 。 因 此 例 3.7 和 例 3. 8 是 二 阶 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 。 


3.4 二 阶 张 量 的 二 阶 张 量 函 数 


3.4.1 二 阶 张 量 的 解析 函数 
本 小 节 先 给 出 一 类 重要 的 二 阶 张 量 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函 数 , 即 解析 函数 。 
在 复 变 函 数 中 ,人 们 由 复 变 量 z 的 震级 数 来 定义 解析 函数 。 例 如 复 变 量 .的 指数 函 
数 定义 为 
e=145+E +b pet hte 
在 (3. 1. 1c) 式 中 已 经 定义 过 二 阶 张 量 的 多 项 式 , 故 不 难 推广 到 震级 数 , 从 而 将 复 变 函数 中 
定义 解析 函数 的 方法 推广 到 矩阵 及 张 量 。 如 定义 二 阶 张 量 工 的 指数 函数 
ep (3.4.1) 
1l! 2! 3! n! 


这 个 级 数 对 于 任何 有 限 的 ;; 值 都 是 收敛 的 。 
由 指数 函数 的 定义 (3. 4. 1) 式 还 可 以 引出 一 些 结论 。 若 H = e, NRE T” e T= 
T"。T”, 有 


H =H- H= ei. etc e . (3.4, 2a) 
但 对 于 任意 两 个 不 等 的 二 阶 张 量 TAT, , 则 不 成 立 类 似 的 关系 
en ee Aehith (T, ~ T:) (3. 4. 2b) 


其 原因 在 于 

T: ° T: Æ T: ° Ti 
因此 ,虽然 我 们 按 解析 函数 来 定义 张 量 函 数 ,但 就 解析 函数 的 各 种 关系 式 而 言 , 并 非 都 可 
以 简单 地 类 比 到 张 量 函 数 。 l 


ee cas 


仿照 一 般 的 解析 函数 的 定义 
Q(z) = ao tayzta,e’ +e tae? te 
可 定义 相应 的 张 量 函 数 
H = gT) 一 ao 十 aiT 十 az 十 … 十 aiT 十 … (3. 4. 3) 
上 式 中 ao,al,az，…a，…, 都 是 常数 。 由 定义 易 证 工 的 寡 函 数 都 是 了 的 各 向 同性 张 量 
函数 ,所 以 在 其 收敛 域内 8,T 的 解析 函数 也 是 的 各 向 同性 张 量 函 数 。 
(3.4.3) 式 还 可 以 推广 。 设 ao ,ai ,az，…,as，… 均 为 T 的 主 不 变量 ST ST ,8 的 标量 
函数 (从 而 也 是 工 的 各 向 同性 标量 函数 ), 即 
H = fi ,了 ,2 T) 
= al $i $i A DGH a JE JP JOT H +a, 91 JP SI T+ (3.4.4) 
G. 4.4) 式 也 是 工 的 各 向 同性 张 量 函 数 。 
二 阶 张 量 工 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函数 互 的 重要 特征 是 函数 H 与 自 变量 T 在 同一 组 
基 矢 量 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 下 面 对 此 进行 论述 。 如 果 张 量 了 在 某 一 组 基 矢 量 21,8, 
gs 中 能 化 为 对 角 型 标准 形 @ 


T= Ngg 十 02828 tHig g (3. 4. 5a) 
a, 0 0 

[Tr] = f a, 0 (3. 4. 5b) 
0 0 A; 


则 由 (2. 4. 17a,b,c) 式 
T’ = A)? g g + A) gg + A)’ gg 


T” = (A,)"gig' + Agg + Agg 


由 (3. 4. 4) 式 可 知 
H =i ,天 ,TD = GGT fi $3 Big 十 
PGT $2 fF hed B08" + OST AE SI As) B08" (3. 4. 6a) 
PST fT ,LF Ar) 0 0 
[Hi] = 0 OST OF BT ,Ns) 0 (3. 4. 6b) 


0 0 QT ,LI ,LT ,Ns) 
上 式 表 明 OST IE 5 Ar) QT AE fF do) GGT $2 LF As) RE HME, i A 


© 见习 题 3.3 

© 如 果 了 的 所 有 分 量 T5 都 在 对 应 的 解析 函数 的 收敛 域内 , 则 二 阶 张 量 了 的 解析 函数 也 收敛 。 

© 属于 这 种 情况 的 有 : 一 切 对 称 二 阶 张 量 , 非 对 称 二 阶 张 量 中 特征 方程 无 重 根 ,或 特征 方程 昌 有 重 根 但 初等 因 
子 全 为 简单 的 情况 。 式 (3. 4. 5) 与 (3. 4. 6) 可 能 涉及 复数 。 


nee 


H= pi $2 $3 DS TER— HERE g g g 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 

如 果 作 为 自 变量 的 二 阶 张 量 的 定义 域 仅 限 于 对 称 二 阶 张 量 N, 则 以 (3. 4. 4) 式 定义 的 
二 阶 张 量 函 数 H= Si AIN) N 在 同一 组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 型 标准 形 。 
所 以 ,H 也 是 对 称 二 阶 张 量 且 与 和 N 的 主轴 重合 。 . 

由 (3.4.6) 式 可 知 , 若 特 征 根 A ,as ,4s 均 在 解析 函数 pCz) 的 收敛 圆 以 内 , 则 H RR 
数 (3.4.3) 式 的 9 个 分 量 都 收敛 (因为 它们 的 对 角 型 标准 形 的 主 分 量 收敛 ) 。 


3.4.2 Hamilton -Cayley 等 式 


在 矩阵 理论 中 有 个 Hamilton-Cayley SE , AA W E A A EB Ce IR E 
来 表示 。 本 节 将 介绍 对 于 二 阶 张 量 的 Hamilton-Cayley 等 式 ,根据 此 等 式 最 终 可 将 张 量 
函数 的 窜 级 数 定义 式 化 为 张 量 的 二 次 多 项 式 。 
(2.4. 16) 式 给 出 过 二 阶 张 量 了 的 特征 多 项 式 
AA) = — Ji + Sra— Ji (3. 4. 7) 
当 4 取 该 张 量 的 特征 值 M ,4 AT AAAS. WET NIM KE RZ ACT) , 则 可 证 明 以 
下 张 量 等 式 
A(T) = T° — $1T’+ giT— giG =O (3. 4. 8) 
此 式 即 二 阶 张 量 的 Hamilton-Cayley 等 式 。 
47 WME AGC) =0 无 重 根 时 ,或 特征 方程 昌 有 重 根 但 初等 因子 全 为 简单 的 情 
况 , 总 可 以 在 某 一 组 基 矢 量 中 将 了 化 为 对 角 型 标准 形 。 根 据 (3. 4. 6) 式 可 以 在 同一 组 基 
中 将 其 二 阶 张 量 函 数 A(T) 化 为 对 角 型 标准 形 : 
A(T) =ACST $7 SiT) 
=ACST $2 LI AD BiB HAPT $2 $F Ar) gg HAST $F fF As B38" 
而 
4a) =0 (i= 1,2,3) (3. 4.9) 
故 A(T) 的 特征 值 全 为 零 ,A(T) 是 零 二 阶 张 量 。 
当 工 的 特征 方程 有 重 根 且 初等 因子 非 全 简单 时 , Hamilton-Cayley 等 式 (3. 4. 8) 式 仍 
成 立 。 此 时 ,应当 注意 到 了 的 特征 值 M; ,hz ,4 不仅 满足 (3. 4. 9) 式 ,还 满足 更 低 阶 的 方程 
如 下 : 


(1) À =A Ag, GP =2A,+A;, PF =A)? H2 à, $F = A) A (3. 4. 10a) 
并 有 (A—A,) (A—A;) =A? — (A, +A; JAFA à; = 0 (3. 4. 10b) 
(2) ù =å, =);; JT =3A,, $7 =30)?, H= A)’ (3. 4. 11a) 
并 有 (A—A,) 一 0 (3.4. 11b) 


利用 (3. 4. 10a) 式 可 以 证 明 , 当 工 的 特征 方程 有 二 重 根 且 初等 因子 非 全 简单 时 , Hamilton- 
Cayley 等 式 (3.4. 8) 式 仍 成 立 。 证 明 如 下 :此 时 了 可 以 在 某 一 组 基 矢 量 g1 ,8g; ,8g: 中 化 为 


4101, 


cp nt Pe E i oa ale 
约 当 型 标准 形 , 即 
T = A, gig +A 828" + 818" + gg 
à 1 0 
CT] = [T] = a4, 0 
0 0 A, 
在 该 组 基 矢 量 中 , 张 量 函数 A(T) 的 矩阵 化 为 
Q—-Atthra—-f) BAI—-2fA4+f) 0 
[ACN] = 0 Ai — fài Hhh — $3) 0 
0 0 (一 所 办 十 J 一雄) 


将 (3.4.9),(3.4.10a) 式 代入 上 式 , 可 以 发 现 和 矩阵 的 每 一 个 元 素 都 为 零 ,因此 ACT) =O 
用 同样 的 方法 还 可 以 利用 (3. 4. 11a) 式 证 明 当 了 的 特征 方程 有 三 重 根 且 初等 因子 非 全 简 
单 时 ,Hamilton-Cayley 等 式 (3. 4. 8) 式 也 成 立 。 
当代 的 特征 方程 有 二 重 根 且 初等 因子 全 简单 时 ,下 可 以 化 为 对 角 型 标准 形 , 此 时 , 除 
(3. 4. 8) 式 仍 成 立 外 ,由 (3. 4. 10b) 式 还 可 证 明 
T? — (A, +A,)T+A,A,G = O (3.4.12) 
当 了 的 特征 方程 有 三 重 根 且 初等 因子 全 简单 时 ,T 必定 是 球形 张 量 , 可 以 在 空间 任 一 
组 正 交 标准 化 基 中 化 为 对 角 型 标准 形 ,显然 还 应 满足 
T—A,G=0 (3. 4. 13) 
综 上 所 述 , Hamilton-Cayley 等 式 (3. 4. 8) 对 于 任 一 二 阶 张 量 工 都 成 立 。 对 于 了 的 特 


， 征 方程 有 二 重 根 且 初等 因子 全 简单 时 ,还 有 (3. 4. 12) 式 成 立 。 对 于 球形 张 量 ,还 有 


(3. 4. 13) 式 成 立 。 

Hamilton-Cayley 等 式 的 推论 二 阶 张 量 了 的 任何 n( 之 3) 次 多 项 式 均 可 表示 成 的 
二 次 多 项 式 , 其 系数 可 以 是 该 张 量 的 主 不 变量 的 函数 。 如 果 了 的 特征 方程 有 二 重 根 且 初 
等 因子 全 简单 ,还 可 以 表示 成 工 的 一 次 式 。 而 球形 张 量 的 任何 次 多 项 式 ,甚至 按 (3. 4. 4) 
式 定义 的 张 量 函 数 也 都 可 以 表示 成 度量 张 量 G 与 标量 或 标量 函数 之 积 。 

因此 ,任意 二 阶 张 量 了 工 的 解析 函数 ,任意 按 (3. 4. 4) 式 定义 的 张 量 函 数 都 可 以 表示 成 
二 阶 张 量 工 的 二 次 式 。 


3.4.3 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 函数 


在 本 小 节 中 ,我们 将 所 研究 二 阶 张 量 的 二 阶 张 量 函 数 范围 扩大 至 一 类 同时 化 为 对 角 
型 标准 形 的 函数 H= f(T) ,此 类 函数 当 自 变量 了 在 某 一 组 基 矢 量 中 化 为 对 角 型 标准 形 


gate EOE AE has Se 


时 , 张 量 函数 五 在 同一 组 基 矢 量 中 也 化 为 对 角 型 标准 形 了 。 前 一 小 节 所 定义 的 解析 函数 
是 这 类 函数 中 的 特例 。 应 说 明 的 是 ,这 类 函数 并 非 全 是 、 只 在 一 定 条 件 下 是 各 向 同性 二 阶 
张 量 函 数 。 

设 函 数理 = 了 f(T) 为 与 自 变量 T 同 时 化 为 对 角 型 标准 形 的 二 阶 张 量 函数 , 且 有 HH 的 特 
征 根 (i 二 1,2,3) 为 工 的 特征 根 4;(i 二 1,2,3) 的 函数 ,而 与 工 的 其 他 性 质 无 关 ( 例 如 ,与 
T 的 除 三 个 主 不 变量 以 外 的 另 三 个 不 变量 无 关 ) , 即 

Li = i Aj) = ph ,Ns ,Ns) (i = 1,2,3) (3.4.14) 
则 五 可 化 为 二 次 多 项 式 
H = f(T) =k&G+k,T+kT’ (3. 4.15) 
式 中 ho ski ko 为 工 的 特征 根 1; G=1,2,3 RERDE A, AI 9TH PR. 

应 当 指 出 ,T 可 化 为 对 角 型 标准 形 包 括 T 的 特征 方程 无 重 根 ,以 及 特征 方程 有 重 根 
(二 重 根 或 三 重 根 ) 而 初等 因子 全 简单 两 种 情况 ;对 于 后 者 , 欲 使 (3. 4. 15) 式 成 立 除 应 满足 
上 述 条 件 外 ,还 应 满足 一 些 附加 的 条 件 。 现 分 别 予 以 证 明 。 

1. 了 的 特征 方程 无 重 根 4 A,A); 

设 张 量 函 数 A= f(T) Tw TAKA A (3. 4. 15), 则 问题 归结 为 能 否 找到 满足 
(3.4.14) 式 的 ,ki,ks。 因 已 知 T 与 H 可 同时 化 为 对 角 型 标准 形 , 即 

T =à gig" 十 .Ma828 +A, 838° 
H =[ke + kid, +k 1)? Jgg + [Ro + Ride + bo (Ae)? ]828 + 
[ko + kids + k: (As)? Jgs g? 
一 /818 + /gg + gg 
换言之 ,ko ki ke 的 选择 应 满足 
ko 二 kiAi + Ra (Ay)? = pa (Ar ,hs Ag) 
ko + hide + kz (Az)? = p CA Àz ,As) 
ko + Ris + ka Ag)? = ps Ch Àz yds) 
上 述 方程 有 解 的 条 件 是 其 特征 行列 式 ( 范 德 蒙 多 项 式 ) 不 为 零 , 即 
1 A ap? 
1 à: (Ag)? | = (Ay — AQ) Ap — Ag) Az — AL) KO (3. 4. 15a) 
1 Ay A)? 
2A, AA, AA; 时 ,上 式 恒 满 足 , 故 一 定 可 以 找到 koski ,As ,使 张 量 函数 H= f(T) 16 TY 
二 次 多 项 式 。 


@ 由 于 张 量 了 非 对 称 , 所 以 其 特征 根 和 特征 矢量 均 可 能 涉及 复数 ,即使 不 涉及 复数 ,特征 矢量 也 未 必 正 交 。 


104 REA 


Hi A (A1)? 
1 
— À 2 
“> GOA ee 
bs M3 A)? 
1 HA (,)? 
1 
= àz)? 3.4. 
ki A; — Az) A; — A) Aa — À; ) 1 Le (Az) ( 16) 
1 ps (A;)? 
1 À m 
1 
e a Gra 
i 1 À ps 
将 上 式 代 入 (3. 4.15) 式 ,可 得 到 
H =f(T) : 
1 aA, (A)? 1 (A,)? 
A — An) A, — ag) A day (ag? 1 (ay? 
i T?| + Ar yy 1 Q) a, T?| + 
1 1 S ie o 1 Qs)? 1 h 
à AD’ 1 A)? 1 Al, 
43 a T 
A, (A,)? 1 (,)? In i 
a Ai £ . D 
Goan a ee 
TG CT A 
Ga 3G) e (T—A,G + 
#3 Nl =| 
EE WA 1G) (T 2G) (3.4.17) 


上 式 即 系数 为 A ,4s As 的 函数 形式 的 了 的 二 次 多 项 式 , 称 为 Lagrange-Sylvester 公式 。 

设 (3.4.16) 式 中 py (Ay hs Ag) ,poo CO ha hs) ,CA ss) 关于 指标 1,2,3 具有 对 称 
性 ?, 则 二 次 多 项 式 (3. 4. 15) 中 的 系数 ho oki ,ks 的 表达 式 (3. 4. 16) 为 特征 根 Ai ALAS 的 
对 称 函 数 , 即 & ,ki ,ks 的 值 只 取决 于 三 个 特征 值 的 集合 ,与 特征 值 的 排序 无 关 。 特 征 值 
的 集合 取决 于 特征 方程 (2. 4.10 MAB TST ,J3 ,因此 有 ,ki,ks 是 主 不 变量 YT ST, 
了 的 函数 ,从 而 由 (3.4.4) 式 和 (3.4.15) 式 可 知 ,HH 是 TT 的 各 向 同性 函数 。 

2.T 的 特征 方程 具有 二 重 根 41 =A, AA, 

为 求 得 H 的 表达 式 , 可 设想 AL A, 不 相等 , 令 ALA, 的 极限 情况 ,考察 当 X, 一 和 时 


© BY pr = gr Az ,X43),p2 二 g(h2 Az Ar) ,ps 一 g(h3,A1,42), 式 中 函数 g 关于 其 后 两 个 变量 对 称 。 


第 3 章 张 量 函 数 及 其 导数 AOS... 


G. 4. 17) 式 的 极限 是 否 存在 及 存在 的 条 件 。 


(T —A,G) 1 
aa ay ee 


lim f(T) = lim { Me (T-A.6) | 年 
aay Ajay —A, 


i a TS aad Š a 
Hous moe TAO + 7-4} 


_ (T—A;6) is (T—A,G) lim Mh — a tLe ae 


A — À; Ga A = Aa [eT =] 


aa 
(3. 4. 18)® 
上 式 存 在 极限 的 条 件 是 : 
(1) %4 T IEI A, =A, 时 ,H 的 特征 根 w 二 po。 


(2) 极限 jim 锡 二 忽 存 在 ,因而 (3.4.16) 的 koski oe 也 接近 于 相应 极限 。 


3. T RE AA =H BRA, =A, =; 

具有 三 重 根 的 能 化 为 对 角 型 标准 形 的 张 量 只 能 是 球形 张 量 , 故 了 为 球形 张 量 , 考 虑 
As Ay» aà, 的 极限 过 程 ,研究 此 时 (3. 4. 17) 式 的 极限 存在 的 条 件 是 : 

(1) SA =): =); Hf y =y =y H H= f(T) 也 必须 是 球形 张 量 。 

(2) (3. 4. 16) 式 的 Ro oki ,ks 有 极限 存在 。 

由 本 小 节 的 叙述 可 知 , 当 了 为 对 称 张 量 时 , 与 其 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 张 量 函 数 
H 必定 也 是 对 称 张 量 。 但 应 注意 , 当 了 为 反对 称 张 量 时 ,与 其 同时 化 为 对 角 型 标准 形 的 
函数 H 一 般 不 一 定 是 反对 称 的 。 

上 述 讨论 还 可 推广 到 n 维 空间 的 二 阶 张 量 ,此 时 五 可 表示 为 工 的 (n 一 1) 次 多 项 式 ， 
此 处 不 再 详 述 


3.4.4 ”对称 张 量 的 对 称 张 量 函数 


定理 4 对 称 张 量 N 的 对 称 张 量 函 数 互 二 了 A(N) 为 各 向 同性 的 必要 且 充分 条 件 为 
H = f(N) = &G+kiN+h,N’ (3. 4. 19a) 


式 中 
ki = hi ffs AD Gi = 0,1,2) (3. 4. 19b) 


D (3.4.18) 式 的 证 明 如 下 : BEAL 固定 , 令 A= LAA, pe =p H Au, AA 0, AU 0, RA C3. 4.17) RIE BS 


1 
OREM TER pet aN, ' 则 


1 
H=/(D -Ate (TAO) t (T-2G) =m MG + (T-O ]+ RA a (TAG) + (T—A1O)+ 


Au(T—A3G) * (T—A,G) 一 由 AMT 一 13G) © (TA, G)/ (A, —A3) + AA HAKR] Ta : 


(T—11G)/ (3—1) + OA 的 一 次 项 ], 当 AAO 时 ,得 到 (3.4. 18) 式 。 


此 定理 的 充分 性 早 在 前 面 给 出 张 量 的 解析 函数 (3. 4.4) 式 时 已 予 说 明 。 事 实 上 ,即使 
对 于 非 对 称 张 量 T, 满 足 (3. 4. 19) 式 的 张 量 函 数 也 是 各 向 同性 函数 ,问题 是 定理 的 必要 性 
的 证 明 。 

关于 必要 性 的 证 明 即 假设 H= f(N) 为 各 向 同性 ,证 明 (3. 4. 19) 式 成 立 。 证 明 可 分 三 
FET BRIER ASN 具有 相同 的 特征 矢量 , 即 H 与 N 同时 化 为 对 角 型 标准 形 ; 其 次 
证 明 互 与 六 的 关系 可 以 表达 为 (3. 4. 19) 式 ;最 后 证 明 (3. 4. 19) 式 中 的 系数 koski ,ks 可 
表示 成 N 的 三 个 不 变量 的 函数 。 

(DER ASN 具有 相同 的 特征 矢量 

Fi el ,ez ,es 是 对 称 矢量 NN 的 特征 矢量 , 即 


Ne 一 Me (i 二 1,2,3 不 求 和 ) (3. 4. 20) 
作 一 正 交 变换 ,使 
Q-e=—e, Qe,=—e, Qe =e; (3. 4. 21) 
由 于 esee; 是 一 组 正 交 标 准 化 基 , 故 该 正 交 张 量 OMA 
Q 一 一 elel 一 ezez + e; e; (3. 4. 22) 
且 
Q7 = Q" =— ee, — eze: + eses (3. 4. 23) 
在 正 交 标准 化 基 e 中 ,对 称 张 量 N 的 标准 形 为 
. N = à eie, +À} eze, +A} eze; (3. 4. 24) 
其 正 交 相 似 张 量 NW l 
Ñ =Q. N. Q" = Mae +A} ere, taee = N (3. 4. 25a) 
而 已 设 A= f(N) 是 各 向 同性 函数 ,HH 的 正 交 相似 张 量 
Q-H-Q" = f(Q-N+Q") = f(N) = f(N) =H (3. 4. 25b) 
由 上 式 知 
Q0-H=H-Q (3. 4. 26a) 
故 
Q-H-e =—H-Q-e, =—H-e, 
Q-H-e,=—H-Q-e, =—He, 
Q-H-e,=H-Q-e,=H-e, (3. 4. 26b) 
将 上 式 与 (3. 4. 22) 式 对 比 , 可 知 及 ， e 的 方向 必 与 e 方向 平行 , 即 
H-e, = Ave, (3. 4. 27a) 
与 (3.4.21) 式 相 类 似 地 ,选择 其 他 的 正 交 矢量 8, 可 证 得 
H-e, = Ale, (3. 4. 27b) 
H » e, = àf e, (3. 4. 27c) 


对 比 (3.4.20) 式 与 (3.4. 20K WM HSN 具有 相同 的 特征 矢量 。H 的 标准 形 为 
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ee a 


H = à e e, + A e:e: JAF eze; (3. 4. 28) 
由 于 五 =f(N), 故 六 (i =1,2,3) VEE ANG =1,2,3) 的 函数 。 
(2) 由 前 面 一 小 节 所 述 ,H 与 N 的 函数 关系 可 化 为 二 次 多 项 式 
H = f(N) = koG+kiN +k: N? (3. 4. 29a) 
ko oki ,ks 应 满足 
ko TRAN +2, CAN)? =a” (i=1,2,3) (3. 4. 29b) 
根据 (3.4. 15) 式 ,对 于 N 的 特征 根 无 重 根 时 ,上 述 代数 方程 必 有 解 , 解 的 形式 如 (3. 4. 16) 
式 。 对 于 N 的 特征 方程 有 重 根 的 情况 , 仍 可 想象 一 个 从 无 重 根 趋 近 于 有 重 根 的 极限 过 
程 ,(3. 4. 29a Kj RIL, Ah, AT ARR koski ko EEN 的 特征 根 4? 的 函数 。 
(3) 证 明 koski ,kz 是 三 个 不 变量 的 函数 。 即 只 需 证 明 bok ske 是 N 的 各 向 同性 标 
量 函 数 。 即 只 需 证 明 & ,ki ,ks 是 N 的 各 向 同性 标量 函数 。 
, 互 的 正 交 相似 张 量 为 
H = f(N) = G+ N +N? 
K H=Q-H-Q',N=Q-N-QRAER,M ， 
Q- H-Q =kG+kiQ+N+Q'+k,(Q+N-Q")’ 
=Q. [G+ N +N]. Q" 
故 
H =k,G+kN+2,N 
将 该 式 与 (3. 4. 29a) 式 相 比 较 , 可 知 
koG+kRiN +k N? = kG +N +R: N? 
该 式 是 一 个 张 量 等 式 , 等 号 两 边 在 主 坐 标 系 中 的 各 个 分 量 当 然 也 相等 , 故 利用 (3. 4.16) 
式 , 可 证 
ko =k» hk =his k =k, 
BM koski ,kz 都 是 张 量 的 各 向 同性 标量 函数 。 根 据 3. 3 节 定 理 3, 它 们 必定 可 表示 为 NN 的 
三 个 不 变量 内 (一 1,2,3) 的 函数 。 于 是 @ ,定理 4 证 毕 
在 特殊 情况 下 , N 只 限于 其 特征 方程 具有 二 重 根 或 三 重 根 的 对 称 张 量 , 则 除 
(3. 4. 19) 式 仍 满足 外 ,各 向 同性 函数 互 还 可 以 表示 成 N 的 低 于 二 次 的 多 项 式 。 
(1) 设 N 只 限于 其 特征 方程 有 二 重 根 的 对 称 张 量 。 假 定 二 重 根 为 A =17, H 
(3. 4. 19) 式 可 知 H 也 必 有 二 重 根 4f 二 如, 令 


© 这 里 和 上 一 小 节 (3. 4.17) 式 取 极 限 过 程 的 情况 相 比较 ,上 一 小 节 中 ko ki ke 的 表达 式 中 分 母 趋 近 于 零 , 极 
限 的 存在 是 有 条 件 的 。 而 本 小 节 中 由 于 N 为 对 称 张 量 ,利用 定理 3 将 证 明 to ki ko 是 三 个 不 变量 HL SB 
数 , 故 当 六 的 三 个 特征 根 趋 近 于 相等 时 ,极限 的 存在 是 必然 的 ,不 需 再 附加 上 一 小 节 中 提出 的 那些 条 件 。 

© 以 上 的 证 明 只 适用 于 六 的 特征 方程 无 重 根 的 情况 。 作 为 极限 情况 ,结果 对 六 的 特征 方程 有 重 根 的 情况 也 成 立 。 


Re 


AF = ko +h, AN Gi = 1,2,3) (3. 4. 30) 
BEAN AAY , WU AT A ERRI ko 与 & ,并 可 证 
H=kG+2&,N (3. 4. 31) 


假定 AS 与 AN 趋 近 相等 ( 即 接近 于 三 重 根 ) 时 ,& 与 & 有 极限 存在 ,(3.4. 31) 式 仍 成 立 。 

(2) BON 只 限于 球形 张 量 ( 特 征 根 为 三 重 根 )。 则 显然 H 亦 为 球形 张 量 ,它们 之 间 
满足 

H = kG (3. 4. 32) 

式 中 ko 依赖 于 六 的 第 一 不 变量 分。 

以 上 是 定理 4 及 其 证 明 。 应 注意 定理 4 只 适用 于 对 称 张 量 N, 非 对 称 张 量 工 的 各 向 
同性 张 量 函 数 不 一 定 能 写成 (3. 4. 19) 式 的 形式 ( 非 对 称 张 量 工具 有 6 个 独立 的 不 变量 ) 。 

例 3.14 试 将 对 称 张 量 N 的 对 称 张 量 函 数 He’ 化 为 N 的 二 次 多 项 式 H =k + 
Ri Nk. N’ ,并 将 koski ,ks 均 表达 为 入 (i 二 1,2,3) 的 级 数 形式 。 

解 设 NN 的 特征 根 为 4, Azs. AF HENRIKE N 的 解析 函数 , 故 互 与 N 在 同 
一 组 正 交 标 准 化 基 中 化 为 对 角 型 标准 形 , 吾 是 N 的 各 向 同性 函数 , 且 


Ht 4 a A)? 
a= : 1! 2! 3! 

H __ 2 — A, A)? Q)’ 
ERr] 1! 2l 3! 

H Ay A; | (A;)? (A;)° set 
pf ER I a 3! 


由 定理 4 可 知 ,有 必定 能 化 为 N 的 二 次 多 项 式 , 且 其 三 个 系数 ko kiko 可 以 表示 成 
A G=1,2,3) H BR. 


注意 到 
fi = Ay +A, +A; 
fe = Nh 二 AN, +A, A; 
Js = Adz; 
因而 


Aade =r (Az)? + (Ay)? Ag H Ag (As)? A CA DPA Ag (AL)? CAs ) A + 3A ADA, 
(fi? =A) +3 + A)? + 
BLA, (Ag)? + (Ar)? Ag H Àg (Ag)? +E (Ap DPA + Ag (Ay)? + (Ag )?Ay ] + 6A AzA; 
(fo)? = (Aaa)? + Azda)? + Cag Ay)? + 200A)? AgAs + CA) A Aa CAs) AA ] 
fi? $a =A) Ag + AL) SAg + CA 3A H Az) A + ADA + Ag) A 十 
SCCA DAZA + (Az)? AAs + CA DA Ay] + 20 CAA)? 十 CAsXs)? 十 CAA3)?] 
故 


o a REBRARER tg. 


à (A)? 

Ap a)? | = (Ay — A2) Ay — Ag) Ag — A) 
às (A3)? 

à (A)? 

Ap (Ag)? | = (Ay — àz) (Ag — Az) CAs — A) Li 
a, A)’ 
A, (A,)* 
) 2) | = Cy — Ag) Ay — AS) As — ADL? — fo J 
às (A;)* ; 
A A) 
Ca)? |= Ay = åz) Ae =A) Os = ADEA? — 2. fe +0] 
Az; (A;)° 
Gp? “Ga 

Az)? (Aa) | =F Ar — an) A, — 5) As — ADS 

(A;)? A)’ 

Gad? Ay 

Aa)? (| = A — A) CA, — a) Os — AD LAL — Lr J 

(a3)? (A; 4 

A)? (a) 

Az)? Az)? | =+ Ar — a2) Ae = A) Os ADLA V A — fa)? — fr $s J 
z Cg)”. A)? 

于 是 ,由 (3. 4. 16) 式 可 以 求 得 


. 
ee a a a e a a ea a i a 一 
> 
~ 


en à A, ) 


人 
Gay a en 
es As (A)? 
1,1 1 ， 
=1 + A + qe + aA LCA) — fp J+ ne 
1 e& a,» 
1 A 2 
二 2 A 
人 
e's A)’ 


1 1 1 2 2 l 
=l — 3h — AA A) 51L Ao) A — (fr) — fif ]— eee 


eau ee 


1 A, en 

1 
yw me A S) à 
2 = OA Aa) Aa — A) CAs — À) ? a 
: 3 e3 


1 1 1 2 1 3 ies 
=o UETA F NL) — $2 J+ ELA) E 2AA +A J+ 


或 写作 


H =(G+N+5N')+ LG-f£N+AN) + 


TAAG- (fifo — fr N+[G)? — fy IN?) + 
1 


5 A LAY =A ]G@—[fi’ fo — (fa)? — fifa IN+ 


L(A’ SS 2 有 8 + $s JN’ pa ete 
在 连续 介质 力学 中 ,应 力 张 量 与 应 变 张 量 都 是 对 称 二 阶 张 量 , 对 于 正确 描述 各 向 同性 
材料 的 应 力 应 变 之 间 的 本 构 关系 ,定理 4 给 出 了 一 般 的 原则 ,是 一 个 十 分 重要 的 定理 。 现 
举 一 实 例 。 
例 3.15 各 向 同性 线 弹性 材料 仅 有 2 个 独立 的 弹性 常数 ”将 一 块 各 向 同性 材料 ( 例 
如 大 多 数 金属 材料 ) 沿 某 个 方向 切割 成 拉 伸 试 件 进行 实验 ,所 得 到 的 载荷 - 伸 长 曲线 与 沿 
任何 其 他 方向 切割 试 件 所 得 结果 相同 。 描 述 各 向 同性 材料 应 力 o 与 应 变 e 之 间 的 本 构 关 
系 需 要 的 独立 弹性 常数 可 以 利用 定理 4 来 判断 。 即 
o=k,Gt+k, € +k, €’ (3. 4. 33) 
其 中 
ki = kif ofA) G=0,1,2) (3. 4. 33a) 
是 应 变 张 量 的 三 个 主 不 变量 的 各 向 同性 标量 函数 。 而 崩 , 太 ,后 分别 为 应 变 分 量 的 一 次 、 
二 次 与 三 次 式 。 人 们 可 以 根据 材料 的 不 同 特性 ,需要 用 几 次 多 项 式 足 以 描述 其 应 力 应 变 
关系 ,从 (3.4. 33) 式 出 发 来 决定 独立 的 弹性 常数 的 个 数 。 
如 果 已 知 材料 为 线 弹性 ,在 本 构 关系 中 最 高 只 能 出 现 应 变 分 量 的 一 次 式 。 由 
(3. 4. 33) 式 可 判定 : 
ko =a +f; ki = 2h, k = 0 
其 中 ,a,4 和 A 是 与 应 变 无 关 的 标量 。 如 果 材 料 中 无 初 应 变 , 即 当 应 变 为 零 张 量 时 应 力也 
是 零 张 量 , 则 
a=0 
线 弹 性 材料 的 本 构 关 系 应 为 
o=ASiG+ 2ue (3. 4. 34a) 
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其 分 量 表达 式 为 

oj = Hen 0; + 2p et; (3. 4. 34b) 
这 就 是 我 们 所 熟知 的 各 向 同性 线 弹性 材料 的 虎 克 定 律 , 其 中 仅 含 2 个 独立 的 弹性 常数 4 
与 1, 在 弹性 力学 中 称 为 Lame 常数 。 由 (3.4. 34b) 式 升降 指标 还 可 以 得 到 其 他 各 种 分 量 
形式 ,读者 可 自行 写 出 。 


3.5 张 量 函 数 导数 的 定义 , 链 规则 


3.5.1 有 限 微 分 .导数 与 微分 


张 量 函数 的 导数 刻画 了 张 量 函数 对 于 其 自 变量 ( 另 一 个 张 量 ) 的 变化 率 。 在 下 面 研 究 
张 量 的 变化 时 , 若 需 将 张 量 对 基 张 量 分 解 , 则 仅 限 于 在 直线 坐标 系 ( 直 角 或 斜 角 ) 中 讨论 ， 
即 认为 基 矢 量 g1 ,g; ,gs 是 不 变 的 。 以 后 还 假设 所 研究 的 函数 都 是 连续 和 连续 可 微 的 。 

如 何 定义 函数 

B = F(A) 
的 导数 呢 ? 其 中 4,B 均 可 能 是 标量 、 矢 量 或 张 量 。 当 自 变量 4 为 标量 zx 时 ,不 论 函 数 B 
是 什么 量 ,总 可 以 定义 函数 F(x) 的 导数 为 


F(x) = lim Ut — F(z)] (3.5.1) 
或 ,等 价 地 
F(x +6) = F(x) + EF’ (x) + ol) (3.5.2) 
上 式 中 ,oC&) 是 其 值 ( 模 ) 的 量 级 小 于 & 的 无 穷 小 量 , 即 
lim 2® -0 (3.5.3) 
eo £ 


从 (3.5.2) 式 , (3.5.3) 式 可 知 ,EF’(zx) 是 函数 的 增 量 F(x 十 人 一 F(z) 的 主要 部 分 , 它 线 性 
地 依赖 于 自 变量 的 增 量 6。 
但 此 定义 对 于 自 变量 4 为 矢量 v (或 张 量 ) 的 情况 不 能 成 立 , 因 为 按 上 式 将 写 出 


lim 去 [Fo 十 四 一 Fo)] 
其 中 包含 了 矢量 (或 张 量 ) 为 除数 的 运算 ,这 种 运算 是 没有 定义 过 的 。 如 果 将 (3. 5.1) 式 略 
加 改变 ,定义 标量 x 的 函数 F(x) 对 于 增 量 z 的 有 限 微分 F(x;z) 为 
F'(x;z) = lim = [F(a + he) — F(x)] , (3.5.4) 


AP z 是 自 变量 z 的 有 限量 值 的 增 量 ,与 z 的 量 纲 相同 是 一 个 无 量 纲 的 无 穷 小 量 。 对 


ee ates at Nate el 


13.5. 1) 与 (3. 5. 4) 式 可 知 , 当 e=1 时 ,有 
F (231) = F(x) 
所 以 可 认为 导数 F(z) 是 函数 F(z) 对 于 增 量 1 的 有 限 微分 。 进 一 步 可 以 证 明 REC) 
是 xz 的 任何 类 型 (线性 或 非 线性 ) 的 函数 , 它 的 有 限 微分 F(x;z) 对 于 增 量 z 总 是 线性 函 
数 ,而 导数 F(x) 总 是 有 限 微 分 F(z;z) 对 z 的 系数 。 证 明 如 下 ; 
根据 导数 的 定义 (3. 5. 1) 式 及 有 限 微分 的 定义 (3. 5. 4) 式 


d 


EW (h+ Ah) 2) — F(a + hz) ] 
o — ano Ah h=0 


h= 


= lim ATGE Ahz) — F(x) j= F (z;z) 
Ai-=0 Ah f 


而 根据 复合 函数 求 导 规则 
F(x +he) = zF (x +hz) |,- = F(x) z 
h=0 
由 上 两 式 证 得 
F(x;z) 一 下 (zz)x (3.5.5) 


对 比 (3. 5.5),(3. 5.4) 和 (3.5.2) 式 ,我 们 可 以 理解 ,有 限 微分 F(z;z) 的 物理 意义 是 自 变 
量 每 增加 有 限量 值 的 小 量 x 时 ,函数 增 量 的 主要 部 分 。 

以 上 是 自 变量 为 标量 的 情况 。 对 于 自 变 量 为 矢量 或 张 量 的 函数 ,可 以 类 似 地 定义 其 
有 限 微 分 与 导数 。 

下 面 研究 矢量 的 矢量 函数 w, 即 

w= Fw) (3.5.6) 

定义 矢量 v 的 矢量 函数 FC(v ) 对 于 增 量 u 的 有 限 微分 为 自 变量 v 每 增加 w 时 ,函数 下 

的 增 量 , 即 


Rs lim [Flvt hu) — Fw) ] (3.5.7) 


矢量 函数 F(w ) 对 于 增 量 w AAR EDF’ (050) thE, ATE FP’ (osu) PE u 
为 线性 函数 。 证 明 如 下 。 
F (vsau) = lim [Fv hau) — Fw) ] 
若 令 上 式 中 
太一 和 
a 


F (v;au) = a lim 1 F@+ ku) — Fv )]= aF’ (v;u) (3. 5. 8a) 
0 


ieee E 


F'(w;u +t) =lim T [Fw hu +ht)—Fw)] 


=lim+{ [FCo+ hu + ht) — Ft ht) +0 Fo ht) — Fv) J} 


=F (v;u) + F (v;t) (3. 5. 8b) 
由 (3. 5. 8a,b) 二 式 可 知 
F (v;au + bt) = aF’(o;u) + OF’ (v;t) (3.5. 9a) 
由 上 式 F (usw FES u 的 线性 性 质 可 以 进一步 得 到 
F (vu =F (vuig;) = uF’(v;g;) (3.5.9b) 


该 式 说 明 有 限 微分 F ou ENE u 的 分 量 的 线性 组 合 , 即 矢量 u 可 以 通过 线性 变换 映 
射 为 拓 量 (vw;u)。 根 据 商法 则 (1.7.27) 式 ,这 种 线性 变换 是 通过 一 个 二 阶 张 量 实现 的 ， 
可 以 按照 (2. 1. 15a) 式 将 此 变换 写作 

F (v;u) = F’(v) eu (3.5.10) 


此 式 中 Fo) BTR HM PO Sw SEL. (3.5.0 tiem 


以 写作 
2 F(v+ hu) — Flv) = hF’(v;u) +0(h) =hF (wv) .utolh) (3.5.11) 
RP oC 有) 的 定义 见 (3. 5. DR. $ 
dv = hu 
M3. 5. 11) 式 的 主 部 , 称 为 矢量 函数 FO ) 的 微分 , 它 是 当 自 变量 v 有 微小 的 增 量 do 时 ， 
函数 五 的 微小 增 量 , 记 作 dF , 它 与 导数 F o) E E 
dF = F' (v) » dv = dv e [F (w )]" (3.5.12) 
式 中 [F Oo) 为 二 阶 张 量 F (w ) 的 转 置 。 
下 面 给 出 ” 阶 张 量 4 Hm 阶 张 量 函 数 T(4) 的 导数 的 一 般 定义 。 仍 先 定义 函数 TC(A4) 
对 于 增 量 C 的 有 限 微 分 是 自 变 量 每 增加 C 时 ,函数 T(4) 的 增 量 


T (A;C) = lim TETA + AC) — TCA) ] (3.5.13) 


式 中 增 量 C 是 与 自 变 量 4 同 阶 的 ” NKE, MARKS TA OES KATA ABTA m 
阶 张 量 。 与 (3. 5. 9a) 式 类 似 地 可 以 证 明 , 不 论 T(4) 是 怎样 的 函数 (线性 或 非 线性 ), 其 有 
限 微 分 TC(4;C) 与 增 量 C 之 间 总 满足 线性 关系 , 即 类 似 于 (3. 5. 9b) 式 有 

T (A;C) = T (Asc*™ gig) = ci” T (A;g,.g;**) (3.5.14) 
EX ijodi n Si RRA 3" 项 求 和 ,此 式 表 示 T(4) 对 于 增 量 C 的 有 限 微 分 
是 C 的 诸 分 量 c** 的 线性 组 合 ;而 由 于 TC(4;O) 是 m 阶 张 量 , 故 (3. 5. 14) 式 相应 地 可 以 有 
3” 个 分 量 表达 式 ; 即 ,T (A; OR 3” 个 分 量 是 C 的 3" 个 分 量 的 线性 组 合 ,组 合 系数 共计 
应 有 3” "个 ,根据 商法 则 ,这 3”" 个 系数 的 集合 必定 构成 一 个 (m 十 2) 阶 张 量 , 称 为 张 量 
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函数 TC(4) 的 导数 , 记 作 


ITA 一 TA) 
于 是 (3. 5.14) 式 可 以 写作 、 
T (A;C) = T€A);C (3.5.15) 
式 中 “* ”号 表示 ?重点 积 。 
| 与 (3. 5.12) 式 类 似 地 , 若 设 
dA = hC 
将 (3. 5. 13) 式 写作 
T(A + hC) — T(A) = hT’(A;C©) + 06h) (3. 5. 16) 


定义 T(A 十 hC) 一 TC(4) 的 主 部 为 工 的 微分 dT, 利 用 (3. 5.15) 式 ,dT 与 其 导数 T'(4) 之 间 
满足 l 
dT = T (A); dA (3.5.17) 
G. 5.13), (3.5.15), (3. 5. 17) 三 式 是 张 量 函 数 的 有 限 微分 .导数 与 微分 的 一 般 定 义 式 。 
下 面 列 举 各 种 张 量 函数 的 导数 说 明之 。 
1. 矢量 vw 的 标量 函数 p= f(v) 
So) 对 于 增 量 u 的 有 限 微分 为 
f (osu) = fw) eu (3.5.18) 
式 中 导数 


yy df 
fœ = H 
是 一 个 矢量 ,而 f(w ) 的 微分 为 
df= fw) -dv= 4. dv (3.5.19) 


2. 矢量 v 的 矢量 函数 w 王 Fo ) 
Fo) 对 于 增 量 的 有 限 微 分 为 


F’(o;u) =F(v).u (3. 5. 20) 
式 中 导数 
E 
F (w) = Tv 


是 一 个 二 阶 张 量 ,而 FCw ) 的 微分 为 
dF = F'(w) -dv= Æ. dv (3.5.21) 


v 
3. 矢量 v HW KERR H =T ) 
Tv) 对 于 增 量 u 的 有 限 微分 为 


eu a 


T (v;u) =T(v)»u 
式 中 导数 


Piga 
dv 
是 一 个 三 阶 张 量 ,而 To) WH 
有 at nae 
v 
4. 二 阶 张 量 的 标量 函数 p= f(S) 
SO 对 于 增 量 C 的 有 限 微分 为 
FSO = f(S):c 
式 中 导数 
KOF a 
是 一 个 二 阶 张 量 ,而 f(S) 的 微分 为 
df = f'(S): dS = at, ds 
5. 二 阶 张 量 工 的 二 阶 张 量 函 数 吾 王 T(S) 
TCS) 对 于 增 量 C 的 有 限 微分 为 
TSO =T(S):C 
式 中 导数 


是 一 个 四 阶 张 量 ,而 TS) 的 微分 为 
ee: ie 
dT = T (S) : dS = aS ds 


35.2 KERR SB SMM 


对 于 复合 张 量 函数 
HCT) = G(F(T)) 


~~~ 4d. 
(3. 5. 22) 


(3. 5. 23) 


(3.5. 24) 


(3.5. 25) 


(3.5. 26) 


(3.5.27) 


(3. 5. 28) 


式 中 自 变 量 了 是 mm 阶 张 量 ,F 是 n 阶 张 量 函 数 ,五 与 G 是 祖 阶 张 量 函数 , 则 存在 链 规 则 


H (T) = CŒ (FP) F’(T) 


(3.5. 29) 


式 中 H(T) 是 (p 十 m) BIKES E (p 十 n) 阶 张 量 ,F(T) 是 (+m) MKE,” R 


示 nn 重点 积 。 i 


链 规则 可 以 直接 利用 有 限 微 分 与 导数 的 关系 式 证 明 。 由 (3. 5. 15), (3. 5. 16) 两 式 , 有 


F(T+hC) = F(T) + F (DAhC + olh) 
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式 中 >” 表示 轻重 点 积 。 应 用 此 式 ,并 注意 到 GCF) 为 有 限 , 得 到 
GCF(T + hC)) =GCF(T)'+ F(T) AC + 0(h)) 
=G(F(T) + ALF’ (DC + 0(1) ]) 
=G(F(T)) + GCF); ALF’ (TC +. 0(1) ] + oh) 
=G(F(T)) + GCF); F’(T) £hC + 0(h) 
但 是 ,按照 (3.5.15),(3.5.16) 式 ,对 于 的 函数 五 (T) , 当 自 变 量 了 有 增 量 AC 时 ,又 有 
GCF(T+hC)) =H(T+hC) l 
. =G(F(T)) + H’(T)7hC + och) 
比较 此 两 式 , 由 于 增 量 C 的 任意 性 ,可 证 得 
H’(T) = C (F) F’(T) 
自 变量 为 时 间 变量 2 IEA "表示 全, 则 以 + BE EA SE A RBC Cw (D)( 例 如 , 设 
v (1) 为 矢量 ) 对 时 间 上 的 导数 有 


FQ = iro CD) = Fw). i 
$3.16 例 3.2 中 质点 的 动能 9 是 速度 v 的 函数 ,而 速度 随时 间 上 变化 ; 求 动能 对 于 


时 间 的 变化 率 。 


解 g= ype Ct) » v(t) 


v(t) =F v)» v (3.5.30) 


求 g (vw ), 可 利用 定义 做 , 先 求 区 a oe 的 有 限 微 分 
er ee lim + P Ewthu) + Co-+ hu) —v+ 0 = poru= gw) +u 
因为 增 量 u 任意 , 故 必 有 9 (v)==pv ,9 二 pv +0 
所 以 运动 质点 在 某 一 时 刻 动能 的 变化 率 取决 于 质点 在 该 时 刻 的 速度 与 加 速度 。 
在 以 上 的 计算 中 , 先 求 出 p(wv ) 对 于 w 的 增 量 x 的 有 限 微分 ,然后 定 出 p WEB AL — 


9 (vw ) ,最 后 由 此 导数 计算 对 时 间 的 变化 率 9 一 go) + 0 ,或 9 的 微分 dp 二 9 (wv) 
dv 。 但 是 在 实际 运算 中 ,因为 求 微分 最 为 方便 ,人 们 往往 先 求 微分 ,然后 由 微分 确定 导 
数 。 例 如 在 例 3.16 中 , 先 求 p 的 微分 : 


dp = Solu dot do v] = pv + dv = gw) “dv 


/op on. dP py, .do 
因此 p (0)=pv, F=pv + 


a a fh 


3.5.3 两 个 张 量 函 数 乘积 的 导数 


在 各 种 实际 问题 中 常 需要 研究 两 个 同一 自 变量 的 张 量 函数 的 各 种 乘积 (并 乘 、 点 积 、 
又 积 等 ,统一 地 用 符号 凶 表 示 ) 的 导数 ,但 它们 不 一 定 都 能 给 出 显 式 表 达 式 。 现 举 二 阶 张 
量 了 的 两 个 二 阶 张 量 函 数 0(T);Y(T) 为 例 进行 研究 。 

iw A(T) =U(MOV(TY.2A A K DHAR H (T;O=H'(T) :C 定义 。 


H’(T;C) =lim = (HT + hC) — H(T)] 


=lim + (UCT +hC) Q [VT + hC) — VT) J (UCT + hC) —UC) JQ ) 


=U(T) Q V'(T;© +U'(T;O OVT) 
=U(T) Q VD C+ [U'(T) : GOVT) 
从 以 上 E TO RARER — 一 般 的 LOE EE REEE 
dH(T) = UD OV TD: dT+[U’D : dT] VT) (3.5.31) 
利用 定义 可 以 证 明 以 下 张 量 函数 乘积 的 导数 表达 式 , 下 式 中 f py 表示 标量 ,uyv ,w 
表示 矢量 ,T,S,U,V 表示 二 阶 张 量 。 


fT) =9(N dD, FD =DE T +e DY (TE) (3. 5. 32) 
glo) =ulv) wo) 9 (ov) = wv) u (v)+ulv).e w(u) (3.5.33) 
wo) =9(v)ulv), wv) = ulv)¢' (v) + Gv )u' w) (3. 5. 34) 


f(T) =U(T) :VOD, FT = VOT)? UDUT: VCD (3.5.35) 
与 以 上 各 式 对 应 的 微分 公式 为 


df(T) = dp(D YT) 十 PCT)dywCT) (3.5. 32a) 

dg(v) = du(v) + ww) +ul(v) « dwlv) (3. 5. 33a) 

dw(v) = dyp(v )u(v) + plv )du(v ) (3. 5. 34a) 

df(T) = dUCT) : V(T) + UCT) : dV(T) (3. 5. 35a) 
以 上 各 式 作为 习题 由 读者 自 证 。 


3.6 和 天 量 的 函数 之 导数 

3.5 节 给 出 了 张 量 函数 导数 的 定义 ,本 节 与 下 一 节 将 分 别 给 出 矢量 .二 阶 张 量 的 各 种 
函数 之 导数 的 分 量 表达 式 。 
3.6.1 矢量 的 标量 函数 

矢量 v 的 标量 函数 = fo) 对 于 增 量 u 的 有 限 微 分 与 其 导数 之 间 的 关系 ( 见 


Wa BE em 


(3.5.18) st) 4 

f (osu) = f(v)». u (3.6.1) 
式 中 导数 ORRE., PHAWKORRAR, REREN g ( 常 矢量 ), 自 变量 vw 与 
增 量 w 的 分 解 式 为 


v=vg,, u=u'g, (3. 6. 2) . 
因为 基 矢 量 是 常量 , 故 函数 p== Fo ) 仅 为 oz 的 三 个 分 量 的 三 元 函数 , 记 作 f(v)。 
p= flv) = f) (3. 6. 3) 


本 节 和 以 后 用 来 表达 函数 的 自 变量 的 括号 中 的 指标 ,如 上 式 中 的 2 一 1,2,3, 既 非 三 
指标 ,又 非 自 由 指标 , 仅 表示 ! 取 值 范围 内 的 三 个 自 变量 oo 
先 研究 f(w ) 对 于 增 量 为 基 矢 量 & 时 的 有 限 微分 


f (0384) 一 lim 元 [Fo 十 hg.) — fw) ]= lim [fve, + nig.) — fe] 
=lim [fv + HBL) — f(v')] i 
ERP +h) Rm ASHER v U=1l,2,3) H, RA t 是 某 一 确定 的 指标 ) 有 增 量 h, 
其 余 均 不 变 , 故 根据 偏 导 数 的 定义 ,有 
9 l 9 
f (usa) = Bes = fw? 


此 式 表 明 当 自 变量 的 增 量 为 常 基 矢 量 时 ,标量 函数 的 有 限 微分 是 函数 对 于 该 基 矢 量 所 对 
应 的 那个 分 量 的 偏 导数 。 
根据 有 限 微分 对 于 增 量 为 线性 的 性 质 及 (3. 6.2),(3. 6.4) 式 , 则 


(3. 6. 4) 


=U na (3.6.5) 
dv 
对 比 (3.6.5) 与 (3.6.1) 式 ,由 于 增 量 w 的 任意 性 ,得 到 
; _.df(v) If) ， 
flo) 一 一 (3.6. 6a) 
RB fo) MAS FA 
, _ 9f(v) _ If) 2, 
LAS Sa Gap (3. 6. 6b) 


fi 因 坐标 转换 而 变化 , 它 满足 矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 ,可 利用 复合 函数 求 导 规则 ,对 
flv (uo REVIEW Z. 


af _ af avi _ af But) _ Af gi su _ gi Af 
avi v4 avi avi = avi aga, == aye y= b; avi (3. 6. 7a) 


#3 REBRARTR ag. 


ERB — HA PEUESI Tf’ Co) = LS 是 矢量 ,其 分 量 3 符合 矢量 的 协 变 分 量 的 转 


vi 


RAR Te 具有 对 于 坐标 的 不 变性 


vi 


/ le 9f, 
f (o) 一 和 8 一 38 
二 -大 
=r = Fo (3. 6. 7b) 


36.2 ”矢量 的 矢量 函数 


(3. 5.20) 式 已 给 出 矢量 v 的 矢量 函数 w= 二 FCw ) 的 导数 F o) SARM F Cou) 的 
关系 , 现 求 Fo ) 的 分 量 。 同 上 一 小 节 , 自 变量 v 可 写作 vw = vg, A gi 为 常量 ,o 的 函数 
F(v ) 仅 取决 于 分 量 v (1 二 1,2,3) ,可 以 写作 

l w= F(v) = F(v) 
此 矢量 函数 可 以 对 基 矢 量 分 解 ,写作 
Fl(v) = Fi(v')g; (3. 6. 8) 
A FONE F(v') 的 分 量 。 当 wv 的 增 量 为 基 矢 量 g; 时 ,根据 (3. 5.7) 式 及 上 式 , 矢 量 函 
Fv) 的 有 限 微分 为 


F’ (wig) 一 lim HIF hga) —Fw)] 


=lim LEF og, + ig)g: — F' (vgi)g:] 
i l 
=lim [F (v +h) — F(v') ]g; = oF Oe, 
h>0 h dv 


一 般 地 , 当 自 变量 v 有 任意 增 量 w= 二 w'g; 时 ,根据 有 限 微分 关于 增 量 的 线性 性 质 
KIF) _ aFi(v’) | 
3v" O ay Be 


(3. 6. 9) 


F’(v;u) = wF’ (osg,) = u 


式 中 8 为 一 组 与 g; 相对 偶 的 基 矢 量 ,u 一 wigs 一 wg*。 对 比 (3. 5. 20) 式 ,由 于 ww 的 任意 
性 ,得 到 


eu (3. 6. 10) 


dF v) 


F (v) = ayn oe (3. 6. 11a) 
前 已 证 ,上 式 是 一 个 二 阶 张 量 等 式 , 可 进行 指标 的 升降 ,其 4 种 分 量 形式 应 为 
E dF; (v') li IF v) fej o OF; Cv) Jij — F' Cv) 
e a Pe pga eee au,” = 3v; 
(3. 6. 11b) 


当 基 矢量 转换 时 ,上 式 满 足 二 阶 张 量 分 量 的 转换 关系 ,类 似 于 (3. 6. 7a) 式 可 证 : 
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1 _9F: _ a(BYF,) — Rk ALF, (v') J _ pe ILF CD) av! — BERLE’ 
= gah? Piaggio eo gyk he gy ape ine 
Fy =Bip F", EY = BiBi F's, F” = pipir’# (3.6. 12) 
因为 g; 为 常 矢量 ,以 上 三 式 还 可 以 写成 下 列 并 矢 形式 : 
/ 9F(w),; _ oFo) _ aF(v) yy _ OF) 
F (w) 一 一 g = Jv; 1 一 7 E a ATEU gj (3.6.13) 


3.6.3 矢量 的 二 阶 张 量 函 数 


〈3. 5. 22) 式 已 给 出 矢量 "的 二 阶 张 量 函 数 互 =TCo ) 的 有 限 微分 与 导数 的 关系 
T (o3u) = T(v) eu 
若 张 量 函 数 了 与 自 变量 的 并 矢 式 为 
T = T'gig; = Tyg'g’ = Tijgig’ = Tig'g; (3. 6. 14) 
v= vg, = ugt (3.6.15) 
则 上 式 中 了 的 四 种 分 量 都 是 w 的 分 量 vR u) U=1,2,3) HRA. 
与 前 相 类 似 地 ,导数 T (wv ) 是 一 个 三 阶 张 量 ,其 并 矢 式 为 
dT aT) _ 3T C) 


T (v) = ig Jo E88 = go BBB 
= Ta gi igt = PTa n igig = Tu gig! = (3.6. 16a) 
所 以 ,导数 T (wv ) 共 有 8 种 分 量 , 它 们 是 
ris = STD py, = T, Ta = TEG (3,6, 166) 
由 于 8g; 为 常 矢量 ,上 式 也 可 以 写作 并 矢 式 
To) Cs, (3. 6. 17) 
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36.4 张 量 函 数 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 


对 于 自 变 量 为 矢量 的 张 量 函数 ,可 以 定义 其 梯度 . 散 度 与 旋 度 ,但 读者 在 学 习 到 下 一 
章 时 ,应 注意 将 本 章 中 所 定义 的 张 量 函数 的 梯度 、 散 度 和 旋 度 与 下 一 章 所 定义 的 场 函数 的 
梯度 . 散 度 与 旋 度 的 概念 区 别 开 ,不 要 混淆 。 

3.6.4.1 张 量 函 数 的 梯度 

(3. 6.7b)、(3.6.13) 和 (3. 6. 17) 三 式 分 别 给 出 了 矢量 的 标量 .矢量 和 张 量 函数 的 导 
数 的 表达 式 , 由 此 三 式 可 以 看 出 ,可 定义 一 个 矢量 算 子 V (nabla) 


Vee i (3. 6. 18) 
dv 


RIF 张 量 函 数 及 其 导数 


x a ee. mae it a aces - -21 


V 称 为 导数 算 子 。 若 V 作用 于 写 在 其 前 的 标量 函数 f, 则 fV 成 为 矢量 ; 若 V 作用 于 写 在 
其 前 的 矢量 函数 下 , 则 FV 成 为 二 阶 张 量 ; 若 V 作用 于 写 在 其 前 的 ” 阶 张 量 函数 了 , 则 TV 
成 为 (n 十 1) KIKE. SV ,FV 和 TV 分 别称 为 标量 .矢量 和 ?一 阶 张 量 函数 的 梯度 。 


= fg (3. 6. 19a) 
Y 
FV = 2g (3. 6. 20a) 
9v 
_ aT, 
TV = $8 (3. 6. 21a) 


还 可 以 定义 V 作用 于 写 在 其 后 的 张 量 函数 为 张 量 函数 的 梯度 ,但 要 注意 与 上 两 式 具 
有 不 同 的 含意 : 


Vi/=g of = = fv (3.6. 19b) 
VF = gi a. CFV)? (3. 6. 20b) 
jk jk 
VT = g t= _ JEg = E pn : (3.6.21b) 
VT 与 TV 之 间 不 是 简单 的 转 置 关 系 。 
i Le 

o dv = dv » (Vf) (3. 6. 22) 

= (FV) -dv= dv (VF) (3. 6. 23) 

dT = (TV) - dv = dv (VT) (3. 6. 24) 


3.6.4.2” 张 量 函 数 的 散 度 
当 算 符 V 作用 于 矢量 的 矢量 函数 或 者 张 量 函 数 时 ,可 以 定义 散 度 
V.T— gi. oe 或 T-v= 24g (3. 6. 25) 


二 者 是 不 相等 的 。 但 对 于 矢量 的 矢量 函数 Fv), BE 
记 作 


divF = V+ F = tr( = ey (3.6. 26) 


dv 
3.6.4.3” 张 量 函 数 的 旋 度 
当 算 符 V 作用 于 矢量 的 矢量 函数 或 者 张 量 函数 时 ,还 可 以 定义 旋 度 


Vx T= gx St =e: (VT) 或 Tx =% xg = (IV) +:e 


(3. 6. 27) 
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二 者 是 不 相等 的 。 但 对 于 矢量 的 矢量 函数 F(w ) , 旋 度 


curlF =(V X F) = g' ‘x SF oe: (VF) ——e: (FV) =F xe’ 


=—(FXV) (3. 6. 28) 


3.7 二 阶 张 量 的 函数 之 导数 


本 节 给 出 二 阶 张 量 的 标量 函数 、 二 阶 张 量 函 数 之 导数 的 分 量 表达 式 。 
3.7.1 二 阶 张 量 的 标量 函数 之 导数 


二 阶 张 量 S 的 标量 函数 9 二 了 (S) 的 导数 六 CS) 是 一 个 二 阶 张 量 , 它 的 分 量 仍 可 利用 
它 与 有 限 微分 的 关系 式 (3. 5. 24) 求 得 。7CS) 对 于 $ 的 增 量 C 的 有 限 微 分 为 


FSO = lim -[ f(S + AC) — f(S)] (3.7.1) 
该 式 中 自 变 量 5 与 增 量 C 均 可 分 解 为 
S= S" 9.2; > C=C" gig, (3. 7.2) 
由 于 基 张 量 gg 为 常量 ,函数 SORE S 的 分 量 的 函数 
p= FS5) (3.7.3) 


由 此 式 及 有 限 微分 的 定义 可 知 , 当 增 量 为 基 张 量 时 ,标量 函数 的 有 限 微分 为 
f ($8.81) =lim + CFCS + hgig,) — f(S)] 


ae = CFCS 8.8; + hd. digig;) — f(S"gig;) ] 


=lim HACS? + M0)) — f(S#)]= ee (3.7.4) 
所 以 ,f(S) 对 于 S 的 任意 增 量 C 的 有 限 微分 为 
FSO) = fS; gg) = CY we ) = = KED FS gtg! :C (3.7.5) 
根据 导数 的 定义 式 (3. 5. 25) ,注意 到 (5) 是 二 阶 张 量 , 得 到 其 并 矢 式 的 4 种 形式 
no = df 2f pipi 9f,, OTs af 
f © = = 88 = 75,88) 一 JSE 8; 一 gopet (3. 7. 6a) 
FOR 4 BRAY HEAD 
af nmi OF pja Of = 
fs = as7’ S ~ aS,’ fi ~ aSi;’ fs aoa (etab 


当 基 矢量 按照 转换 系数 pL BEB. 4. 1)、(1. 4. 2) 式 转换 时 ,(3. 7. 6b) 式 中 .4 种 
了 (S) 的 分 量 也 按 二 阶 张 量 分 量 的 公式 (1. 6. 12) 进 行 转换 ,例如 : 


et ae Oe a 
fT = e yo (3.7.7) 

在 以 上 的 推导 中 , f (S=df /dS 是 通过 它 与 f 的 有 限 微分 S (S$;C) 的 关系 式 
(3. 5. 24) 而 求 得 的 。 另 一 种 更 为 便利 的 推导 方法 是 通过 (OOS f 的 微分 df 的 关系 式 
(3.5.25): df =f (S) : dS 而 直接 求 得 。 由 (3.7.3) 式 : 


dp = df(S#) = 2f as" (3.7.8) 
由 于 基 张 量 ge, 为 常量 ,S 的 微分 为 dS 二 dS*'gig1, 因 此 (3.7.8) 式 可 写作 : 


dp = df(S’) = (Sieg): (dS*'gig1) = (afew): dS (3.7.9) 


将 上 式 与 (3. 5. 25) 式 对 比 , 由 于 dS 为 任意 , 故 必 有 


/ _ df _ (of igj 

FS) = SE = ( 78'8’ ) 

此 即 (3. 7. 6a) 之 第 1 式 ,其 他 各 式 亦 可 类 似 地 得 到 。 
如 果 自 变量 是 对 称 二 阶 张 量 $, 即 SH =S”, S 的 9 个 分 量 中 只 有 6 个 独立 分 量 ,在 


数学 分 析 中 ,(3.7. 6b) 式 中 出 现 的 2 等 偏 导数 失去 意义 。 一 种 处 理 方法 是 将 自 变量 数 


目 减 为 6 个 0, 但 是 这 样 做 使 有 关 张 量 分 量 的 许多 关系 式 表达 很 不 方便 。 我 们 采用 另 一 
种 处 理 方法 。 由 (3.7.8),(3.7.9) 式 


df(S#) = 2f as’ = f'(S) : dS (3.7.10) 


AW dS 是 对 称 二 阶 张 量 , 所 以 有 了 f 的 微分 df, RAE SS ;因为 任意 一 个 反 
对 称 张 量 0 与 dS 的 双 点 积 都 等 于 零 , 即 9 : dS 二 0。 但 如 规定 二 阶 张 量 六 (8S) 也 是 对 称 
的 , 则 由 (3. 7. 10) 式 可 以 唯一 地 确定 f(S)。 相 当 于 在 数学 分 析 中 , 当 因 为 SH = 二 Si 、 自 变 
量 的 9 个 分 量 不 独立 而 使 9f/3S” 失 去 意义 时 ,可 以 规定 9f/3S” 关 于 i,j 为 对 称 , 从 而 使 
9f/3S5 有 明确 的 定义 。 现 举例 说 明 : 
p = f(S1) = aS” 
APF a 为 常 张 量 。 对 上 式 求 微分 ,可 得 
dg = df(S#) = udS =a: dS = f'(S): dS (3.7.11) 
检查 上 式 的 最 后 一 个 等 式 两 端 , 由 于 dS {EER m A RAA X BR RF CdS = dS*, Bl S“ = 
S#) ,因此 不 能 得 到 了 (5)==a 的 结论 ,这 是 因为 /(5S) 与 a 之 间 还 可 能 相差 一 个 任意 的 反 
对 称 二 阶 张 量 ; 而 只 能 得 出 它们 的 对 称 部 分 相等 的 结论 : 
FOUS] =ata™, af/asi 十 9/aS =a +a" 


O 例如 ,有 的 弹性 力学 教科 书 中 ,对 应 变 张 量 定义 Yi = 2e 一 2ezl ,7zs = 2E = 232 ,731 = 2e 一 2els 来 代替 6 个 
剪 应 变 分 量 E12 ,ezl ,823 ,ssz ,ss1 和 sls 。 


Dat T ESS 


GRE 广 (S) 为 对 称 二 阶 张 量 , 则 由 上 式 可 得 
fS) = (a+a")/2, af/aSi =af/aS* = (ai +a*)/2 (3. 7. 12) 
还 有 一 种 做 法 是 :由 于 f(S)= fS 只 能 是 SH 6 个 独立 分 量 的 函数 ,或 者 是 具有 

下 列 形式 的 9 个 分 量 的 函数 ， 


t( FSi +S) (3.7.13) 
也 就 是 可 以 在 函数 AS HFS (Sy +S, ) 代 替 所 有 的 Sy 的 结果 。 由 于 ORNK 
阶 张 量 , 求 导数 时 必须 对 形式 如 (3. 7. 13) 式 的 分 量 函 数 求 导 。 
3.7.2 二 阶 张 量 的 不 变量 的 导数 


二 阶 张 量 的 主 不 变量 和 矩 是 最 重要 的 二 阶 张 量 的 标量 函数 ,本 节 先 给 出 矩 的 导数 ,再 
由 矩 与 主 不 变量 的 关系 (2. 3. 10) 和 (3. 5. 32) 式 求 主 不 变量 的 导数 。 由 第 2 章 (2. 3. 8) 式 ， 
k 阶 矩 的 表达 式 为 
fi = tr(T*) (3.7.14) 
按照 张 量 的 标量 函数 之 有 限 微 分 与 导数 关系 的 定义 式 


fi (TsO) = lim HA P+ AC) — $2 T] = (dfs /dT):C (3.7.18) 


可 以 给 出 df /dT 的 一 般 表达 式 。 在 求解 时 注意 到 以 下 的 等 式 
tr(A +B) = Ai; + Bi; = tr(A) + tr(B) (3. 7. 16) 
tr(A + B+ C) = A’,Bi,C!, = tr(B+ C+ A) = tr(C + A> B) (3. 7.17) 
tr(A+>B) =A: B* = A*:B 
ft (T+hC) = tr(T+ hO) 
=t[T*+aCCeT4T7-Ce Te? +T O +06h’)] 
= tr (T+) +hk tr(T*! © © + 06h?) 
将 上 式 代 和 人 有限 微分 的 定义 式 
Je (T;C) =k tr(T® C) = k (T) Ci = k(T™!)T: C 
由 导数 的 定义 可 知 


df /dT = k (T*)? (3. 7. 18) 
利用 五 A $s 的 分 量 表达 式 直接 求 导 也 可 以 得 到 上 式 , 求 导 时 注意 到 
Ce o yisi aT” gia C E aTi _ grg a 
ap, = 0 ape 7 00, 3 SEE ’ ar E Pe? (3. 7.19) 
例如 


= Se grg, = (Th + BOIT' )g'g, 
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=2T:, g'g, = 2T" 
由 和 矩 与 主 不 变量 的 关系 式 (2. 3.10), ERA EIE KEY SP i HR 
积 之 和 ,考虑 到 (3. 5. 32) 式 ,将 (3.7.18) 式 代入 其 中 ,得 到 主 不 变量 的 导数 ,它们 的 实体 形 
式 与 分 量 形式 分 别 为 


(1) dfi/dT = df? /dT = G (3. 7. 20a) 
If, y 
aT, = 6 (3. 7. 20b) 
(2) df./aT = Sdl(fr — $2] /AT = GT (3.7. 21a) 
oh. = Fe Th (3. 7, 21b) 
1 * 1 * * 1 * 
(3) dg /at = dE SO - SHA + ah | mr 
= £G—fT'+ CT?) = (fAG—fiT+T’)* (3. 7. 22a) 
aie = pò — ATi + THT, (3.7, 22b) 
利用 第 3. 4 节 所 给 的 Hamilton-Cayley 等 式 可 以 将 (3. 7. 22a) 式 进一步 表示 成 
df, /dT = f(T)" (3.7. 22c) 
证 明 方法 如 下 :二 阶 张 量 及 其 主 不 变量 满足 Hamilton-Cayley 等 式 
T? — fT? +f,7T—fG =0 (3.7.23). 
KRTAWT , ERAT !' 后 移 项 得 i : 
AG—ATHT’ = $,T (3. 7.24) 


将 上 式 代 入 (3. 7.22a) 式 可 证 得 (3.7.22c) 式 。 
(3.7. 22c) 式 还 可 以 利用 导数 通过 有 限 微分 的 定义 式 得 到 : 


$x(TsC) = lim 二 [和 (CT 十 hO) AT] = A/dT) :C (3.7.25) 
上 式 中 


A(T hC)= det(T + hC) = det (AT - ($+. c)) 


= det (AT) det (F +T"+C) 


. 设 上 式 中 (一 T 1 .CC)==4, 它 显然 是 一 个 二 阶 张 量 ,仿照 第 2 章 中 二 阶 张 量 的 特征 
行列 式 A(X) 二 detQG 一 了) 二 入 一 JIX* 十 J24 一 3 的 计算 方法 
SA 3 1 2 i 1 A 
det(F +7 -C) = det(7-G—A)= (+) Ali) +9 (+)-4 
代入 前 式 , 得 到 


Millie ans oes sn ia seed I OO O O ie oa as se 
fr(T+ hC) =h' CdetT) ( (7 Alal) 
i =K den ((7) 一 到 (元 ) +AA) 
=(detT) 1 — hÉ +h fi — hi) 
lim HATHA — $,.(1)] = 一 下 Cdetm = fF tT ©) 


=f; (T )i;Ci; = f(T)": C (3. 7. 26) 

对 比 (3.7.25) 式 的 定义 , (3. 7. 22c) 式 再 次 得 证 。 事 实 上 ,yT= det (T) 对 于 其 中 某 一 
TOR ,的 偏 导数 应 当 是 行列 式 det(T.)) 中 元 素 T* ,的 代数 余子 式 ,而 每 个 元 素 的 代数 
余子 式 除 以 行列 式 det(T') RERET] OT 中 相应 的 元 素 。 

附带 说 明 ,如 果 按 (3. 7. 26) 式 的 方法 由 有 限 微分 与 导数 的 关系 推导 得 到 - 

(df;/dT) = f(T)" 
再 按 (3. 7. 22a) 式 的 方法 由 主 不 变量 与 矩 的 关系 式 对 复合 的 标量 函数 求 导 得 到 
(df./dT) = (f2G-f,T+T’)* 

然后 由 二 式 的 相等 ,就 可 以 从 另 一 途径 导出 Hamilton-Cayley 等 式 。 


37.3 二 阶 张 量 的 张 量 函 数 之 导数 


(3.5.20 AGO DKS SHIM KERR H= TS) 对 于 增 量 cee 
T'(S;CO) 与 导数 T'(S) 之 间 满 足 
T’(S;C) =T’(S):C (3.7.27) 
SRT’ OETA, 现 求 其 分 量 表达 式 。 若 
T= T” gig; = Tyg'g’ = Tigig’ = Tiig'g; 
S = S gigi = Sug'g’' = Sgig' = Si'g'g, 
则 


aT’ aT E eer ee 
LOY i = 5880818, = 57588188 = 55 88 8'8 


Te'gig'g’ EE (3. 7. 28a) 
T“(S) 的 分 量 为 
Tij aT” i aT” Sice aTi; aT; 
re = 9g,’ Tsg TH= asi,’ Tw = gae ee 


fi) 3.17 设 线 弹性 材料 的 应 变 能 密度 表达 式 为 
TE Has Gitas] 
APA A 分 别 为 应 cannes 一 阶 与 二 阶 矩 。 
求 (1) 利用 Green 公式 o= 求 应 力 张 量 与 应 变 张 量 的 关系 , 写 出 其 实体 表达 式 以 
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ee ee ee 
oe 


及 协 变 分 量 表达 式 ; 
(2) 求 切 线 模 量 C= 82 , 写 出 其 并 矢 表达 式 以 及 协 变 分 量 Cau。 
解 . (1) o =% glasi (df /de ) 十 adf? aa od aje T =a G+ aje 
Oj = ao gyjE t ataey (a) 


(2) 应 力 张 量 与 应 变 张 量 都 是 对 称 二 阶 张 量 ,应 当 利用 应 变 张 量 的 对 称 性 ,将 (a) 式 
改写 为 对 称 的 形式 


a =a fG + $a (e148) (b) 


c=% = ao iggig'g 十 Da Je 3 (egg? + egigi 8 g: 
=a, 00g gi g *g, + oa (6,0 “gig? + 6,6 gig: eg, 


=a gjgig*g. + Fa (8:8 gB; + 8'g.8'8:) 


= [a Zöge + a; (gugi + gugit) gg (c) 
Cru = QoByB k + Fai (gaga + gig in) (d) 

在 弹性 力学 教科 书 中 将 asa 记 作 1,w, 称 为 Lame 参数 。 记 了 为 四 阶 “ 等 同 张 量 ”: 
工 一 F (eae 4 + guga) g'gig'g' (e) 


I 具有 Voigt 对 称 性 及 如 下 的 性 质 : 
d) 设 S 为 任意 二 阶 张 量 , 则 


I: S = SymS = 4S +9) (f) 
式 中 SymS H S 的 对 称 部 分 , 即 
TiuS* = HO + Si) (g) 
(2) I: ISI 
将 (a) 式 写作 
o =(a,GG+a,I : € Ch) 
o” = (aog g" +a I™ Jey 
求 (h) 式 的 微分 


do = (aoGG +a D : de 
因此 


C 一 do /de 一 Sym(a,GG +a Í) => (ayGG +a, D) 
即 (d 式 。 
AP Sym 表示 对 第 3,4 指标 进行 对 称 化 。 


J 题 


3.1 已 知 :为 矢量 。 
求 :f=e” 是 否 为 v 的 各 向 同性 函数 ,并 说 明理 由 。 
3.2 已 知 :T 为 二 阶 张 量 。 

求 :下 列 函 数 是 否 为 了 各 向 同性 标量 函数 ,并 说 明理 由 。 
(1) 在 某 一 特定 的 笛 卡 儿 坐标 系 中 


3 


f= rt l 
3.3 RUE: H=T" 是 二 阶 张 量 T 的 各 向 同性 二 阶 张 量 函数 。 
3.4 CA: 二 阶 张 量 T。 
求 :下 列 张 量 函数 是 否 为 了 的 各 向 同性 张 量 函 数 ,并 说 明理 由 。 
(1) H=T" 
(2) H=T-A+TA 为 任意 二 阶 常 张 量 ) 
3.5 BA: 二 阶 张 量 了 的 张 量 函 数 瑟 =4。T(4 为 二 阶 常 张 量 ) 。 
R: 4 满足 什么 条 件 时 ,五 是 T 的 各 向 同性 张 量 函数 。 
3.6 BA: 二 阶 张 量 T 的 张 量 函 数 
H=kG+k,T+h,T’ 
T 可 分 解 为 球形 张 量 PT , 偏 斜 张 量 D? ,反对 称 张 量 OF7 , 即 
T = P+D +0" 
求证 : H 可 分 解 为 球形 张 量 P* , 偏 斜 张 量 Da ,反对 称 张 量 Q7 , 即 
H = P” + D" +Q” 
其 中 


Ph = [he + Gast gh IT)? ~ 247 |G 
D" = k, D? +k, {2P". D7 + (PT)? + (DT)? + (QT) SLT — 2f: |G 


QO" = ki Q+ k [D A+A". DT + 2P" .07] 
(24 ko =0 时 ,DF 与 D" 相 似 , 即 不 但 可 同时 化 为 标准 型 , 且 分 量 成 比例 ,这 时 H 5 T HHE 
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就 是 塑性 力学 中 Lode 参数 相等 的 情况 。 若 试验 所 得 Lode 参数 不 等 , 则 不 能 表示 为 准 线 
性 关系 ,也 就 是 必须 使 k: #0). 
3.7 设 反 对 称 张 量 0 的 轴 方 向 为 es ,在 正 交 标 准 化 基 ei ,es ,es 中 


-P >e 9 
La ]= jp 0 0 
0 0 0 
主 不 变量 为 .79 一 0, =g, f2=0 
已 知 : 张 量 函数 
Rada G+ {a+ 7, a+ see 〈 设 级 数 收敛 ) 
求证 : 
cosp —sing 0 
[R]= 区 coso | 
0 0 1 


R 是 正 交 张 量 , 其 主 不 变量 为 Si =14 2089, ff =1+ 208g, $5 =1 


1 0 0 0 一 于 0 
提示 : [0”]= (一 1)"p” 0 0 (arn j= (一 Lye | 0 | 
0 0 0 0 0 


1 
0 

3.8 求证 :前 题 中 

CD R= =gh Sg +280 eg: 

(2) A 一 InR = Ising ETO e [(1+2cos¢)G—R] 

(提示 :利用 (3. 4.17) 式 ,并 注意 0 的 特征 根 为 

Af 二 ig, 和 9 二 一 ip,29 二 0;R 的 特征 根 为 Xf 二 e? ,A 二 e ,A8 二 1。) 

3.9 已 知 : 任 一 反对 称 二 阶 张 量 0 ,其 反 偶 矢量 为 pe 。 

RIE: 0 ;十 90 =0 . 

3.10 已 知 :二 阶 反对 称 张 量 Q 的 轴 方 向 单位 矢量 为 es ,与 es 为 反 偶 的 张 量 L( 定 义 
见 (2.5.30) 式 ) 为 


L=—eEe e; -~1g 
p. 


求证 : (1) L’ 二 ese@3 一 G 
(2) 3.8 WP R 又 可 写作 


R = G+ sing L + 2sin’ $ (ese, — G) 


AM th seas ah cee ee 


3.11 已 知 :矢量 V 的 标量 函数 9g==V? ,用 定义 求 pg (V) 

3.12 已 知 :f(T) 二 p(T)y(T), 其 中 了 为 二 阶 张 量 ,f,9,y 均 为 标量 函数 。 

用 定义 求 f(T). BRA p(T) ,%(T) 及 其 导数 表示 。 

3.13 已 知 : 正 交 二 阶 张 量 Q(t). 

RUE: Q(t)。Q7T(z) 关 于 一 切 时 间 z 均 为 反对 称 二 阶 张 量 。 

3.14 已 知 :V 是 矢量 ,WCV) 和 UCV) 是 矢量 函数 ,pC(V) 二 WC(V) U), 

求 :pg (V) ,要 求 用 WC(V),U(V) 及 其 导数 表示 。 

3.15 求证 二 阶 张 量 了 的 各 向 同性 标量 函数 p= DKEA f'(T) 为 各 向 同性 二 
阶 张 量 函 数 。 
3.16 求证 矢量 w 的 各 向 同性 矢量 函数 w= 二 (vw ) 的 导数 (wv ) 为 各 向 同性 二 阶 张 
量 函 数 。 


3.17 试用 直接 对 (2. 3: a~o RR FHINE RÉRE. 
3.18 R det(CT”) 的 导数 (CT 为 二 阶 张 量 ) 。 
3.19 RT CT 为 二 阶 张 量 了 的 转 置 张 量 )。 


3.20 RETT 为 一 阶 张 量 工 的 转 置 张 量 ) 。 


3.21 R det(4G 一 T) 对 4 及 对 TT 的 一 阶 .二 阶 导数 (T 为 二 阶 张 量 )，。 
3.22 已 知 :矢量 v 的 标量 函数 9 二 er? ， 


; dg 
求 : (1) < 
D 人 2 是 否 为 各 向 同性 函数 ,并 说 明理 由 。 


3.23 已 知 : 线 弹性 材料 的 应 变 能 密度 we) =F Lay Cf Ha A] 


R: O 利用 格林 公式 o =I, Ro 与 e 的 关系 。 
(2) 弹性 常数 Csu ,要 求 满足 Voigt 对 称 性 。 
3.24 已 知 : 某 种 各 向 同性 非 线 性 材料 ,应 变 能 密度 为 


P(E) = Fao (fi) — afi fi 
R: (1) o 与 6 的 关系 。 
D 切线 模 量 C= FEB Hh Cw 的 表达 式 ,要 求 满足 Voigt 对 称 性 。 
3.25 已 知 ; 某 种 高 分 子 材料 为 各 向 同性 材料 ,应 力 和 应 变 的 关系 可 简化 为 二 次 式 


_ BSH KREBRARTHR tt, 


描述 。 
Re (1) 写 出 材料 应 力 应 变 关系 的 张 量 表达 式 ,最 多 有 多 少 独立 的 弹性 常数 。 
(2) 由 C= 和 求 材料 的 切线 模 量 Cow ,利用 它 应 满足 Voigt 对 称 性 ,确定 有 多 少 独 立 


的 弹性 常数 。 
(3) 如 何 测量 这 些 弹 性 常数 。 


3.26 已 知 :应 力 偏 量 。 =o 一 去 折 G, 等 效应 力 sa 一 (了 a :0 ) 
R: does/do (规定 do.,/do 为 对 称 二 阶 偏 斜 张 量 ) 。 


第 4 章 曲线 坐标 张 量 分 析 


本 章 研 究 任 意 曲线 坐标 系 中 张 量 (标量 .矢量 .任意 阶 张 量 ) 及 其 分 量 随 空间 点 变化 的 
规律 。 

本 章 所 研究 的 对 象 与 前 一 章 有 以 下 两 点 主要 区 别 : . 

(1) 在 前 一 章 所 阐述 的 张 量 函 数 中 ,函数 是 标量 .矢量 或 张 量 , 自 变量 是 任意 矢量 或 
张 量 。 本 章 研究 张 量 场 函数 , 其 函数 也 是 标量 .矢量 或 任意 阶 张 量 ,但 自 变 量 是 域内 各 点 
的 矢 径 r, 而 r 是 随 域 内 各 点 的 坐标 zx! ，x?，z 变化 的 。 

定义 ” 张 量 场 函数 ” 若 空 间 某 个 域内 每 点 ( 矢 径 
为 r) 定 义 有 同型 的 张 量 

TO) = Tid iki gg eg 

则 称 TCr) 为 在 该 域内 定义 的 张 量 场 函数 。 

(2) 前 一 章 限 于 在 直线 坐标 系 中 讨论 问题 , 基 矢 
量 不 随 点 的 位 置 变化 而 变化 ;而 本 章 将 在 任意 曲线 坐 
标 系 (图 4.1) 中 研究 问题 。 此 时 ,由 于 矢 径 > 不 是 坐 
标 z'， x, d? HRERS EER E 

or 


gi 一 Jx 图 4.1 曲线 坐标 系 

以 及 与 其 对 偶 的 逆 变 基 矢量 将 是 随 点 变化 的 局 部 基 矢 量 。 对 于 场 函数 定义 域内 每 一 点 处 
定义 的 张 量 , 其 分 量 应 在 该 点 的 局 部 基 矢 量 上 就 地 分 解 ;从 而 ,即使 是 常 张 量 ,在 不 同 的 点 
对 当地 的 基 矢 量 分 解 ,也 将 得 到 不 同 的 分 量 , 故 张 量 分 量 Ti 总 是 点 的 位 置 r(x!， r, 
z’) 的 函数 。 

定义 ” 张 量 场 函数 的 连续 AKEDA THYE TE, t, e HERM, 
在 其 定义 域内 处 处 连续 , 则 称 该 张 量 场 函数 是 连续 函数 。 

EX Cx 阶 光滑 的 张 量 场 函数 KEQRATHDETO Bc, 2, OMB 
数 , 若 在 其 定义 域内 Tiina, 2?, 2°) RF r U=1,2,3) N KERTH, N TE 
于 zx! 的 C* 阶 光滑 的 张 量 场 函 数 。 

仅 满足 连续 性 的 张 量 场 函 数 称 为 C" 阶 光滑 的 张 量 场 函数 。 


l 
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41 基 矢 量 的 导数 ，Christoffel 符号 


首先 给 出 曲线 坐标 系 中 基 矢 量 gi 或 g* 与 笛 卡 儿 坐 标 系 x' (i 二 1,2,3) 中 基 矢 量 
六 (一 六 ) 间 的 关系 ( 见 图 4. 1) 。 设 曲线 坐标 x* 与 笛 卡 儿 坐 标 x”(==z;) 间 的 函数 关系 为 
at = r(x”) 
或 z” = x” (x*) (4.1.1) 
根据 第 1 章 中 基 矢 量 的 转换 关系 ,曲线 坐标 系 中 的 基 矢 量 可 用 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 基 
矢量 ( 正 交 单位 矢量 ) 表 示 为 


ax’. 


g: = J? (4. 1. 2a) 
3x. 
ae (4. 1. 2b) 
因而 度量 张 量 的 表达 式 为 

ax’ ax? 
Bu = 8° & = a (4. 1. 3a) 

fe k 1 
2 (4. 1. 3b) 


注意 到 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 协 变 分 量 与 递 变 分 量 无 差别 , 即 指标 可 以 自由 升降 ,所 以 上 两 
式 及 本 章 今后 的 运算 式 中 ,对 笛 卡 儿 坐 标 ( 带 “一 ”者 ) 同 一 项 中 成 对 出 现 的 相同 指标 (如 
(4.1.3) 式 中 为 p) 均 表示 求 和 。 

为 了 研究 矢 径 为 了 的 点 的 邻 域内 场 函数 的 变化 规律 ,首先 研究 该 点 邻 域内 基 矢 量 的 
变化 , 即 基 矢量 对 坐标 的 导数 。 


41.1 协 变 基 矢量 的 导数 及 第 二 类 Christoffel 符号 
pa Es 为 矢量 9, 故 可 令 


f he Sg, Gap = PO) (4.1.4) 
上 述 协 变 基 矢 量 对 坐标 的 导数 对 协 变 基 的 分 解 式 中 ,系数 Ti BR BI Christoffel 符 
号 。(4. 1. 4) 式 共 包 括 9 式 , 每 式 右 端 有 三 项 , 故 系 数 矶 共有 27 个 。 
由 于 基 矢 量 本 身 是 矢 径 对 于 坐标 的 导数 


D 按照 1.6 节 所 述 ,矢量 是 指 不 随 坐 标 转换 而 改变 的 实体 ( 见 (1. 6. DR) ,这 里 的 ?时 是 随 坐标 而 改变 的 ,为 简 
单 起 见 也 称 为 矢量 。 同 样 , 基 矢 量 gog 也 随 坐 标 转换 而 改变 。 
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ag; gr _ a*r _ ag; 
Ir II grigar az! : a 
故 T = È (4.1. 5b) 


即 TIXI F isj 为 对 称 , 所 以 独立 的 rA 18 个 。 
容易 证 明 ,第 二 类 Christoffel 符号 苞 不 是 张 量 的 分 量 。 注 意 到 若 在 某 一 坐标 系 中 ， 
一 个 张 量 的 所 有 分 量 均 为 零 , 则 在 任意 坐标 系 中 该 张 量 的 分 量 也 均 应 为 零 。 但 
Christoffel 符号 却 不 具有 这 种 特性 。 在 直线 坐标 系 中 ， eee 故 
ry =0 
而 在 曲线 坐标 系 中 
Ty +0 
显然 1 不 是 张 量 的 分 量 。 
任意 曲线 坐标 系 的 Christoffel 符号 均 可 由 访 刻 坐 标 系 与 笛 卡 儿 坐 标 系 间 的 函数 关系 
式 (4. 1. 1) 式 求 得 。 将 (4. 1.4) 式 点 乘 8 ,得 
r; = ae -g! (4.1.6) 


上 式 也 可 以 作为 第 二 类 Christoffel 符号 的 定义 式 。 应 用 (4. 1. 2a) 式 对 zx: 求 导 , 得 


Og; _ 2 Ix’, ax 
I TATA 小 - ee? 
将 上 式 及 (4. 1. FOIA 1.6) 式 ， oes i, ° =ò, AIRE 
1—2 2x? ax! 
n = 天 区 次 (4, 1.8) 
41.2 第 一 类 Christoffel 符号 
若 将 协 变 基 矢量 gj 对 坐标 的 导数 7 如 对 逆 变 基 分 解 , 则 (4. 1. 4) 式 成 为 
2, aas 
定义 上 式 中 g* 的 系数 为 第 一 类 Christoffel 符号 , 记 作 
TDi, = gaT} (4.1.9) 
它 相 当 于 将 第 二 类 Christoffel 符号 的 第 三 个 指标 下 降 得 到 。 故 
Le er (4, 1.10) 
Ixi 
Ty, = 28» g, (4.1.11) 
Ox 


上 两 式 可 作为 第 一 类 Christoffel 符号 的 定义 式 。 
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E EE E eae Ota San, lb 
第 一 See er re cere 将 (4. 1. 3a) 
及 (4.1.8) 式 代入 (4.1.9) 式 ， 并 注意 到 32 22 一 ,得 


Tr. ae az? dg) x IL ny T 
haat aa! ax? Ix IL? axiax 
_ ax? ax? 
~ eat axidz (4. 1. 12) 
显然 ,Tjy,: 关 于 指标 i,; 亦 对 称 , 即 
Tye = Tyne (4, 1. 13) 


还 可 以 用 度量 张 量 协 变 分 量 8 对 坐标 的 导数 表示 第 一 类 Christoffel 符号 Pi 。 先 
由 (4. 1. 3a) 式 及 (4. 1. 12) 式 得 
9gij _ 3x’ GaP On? 3r 


dat dng agi + pa goag T Pas T Di (4.1.14) 
由 上 式 及 (4. 1. 13) 式 可 得 
“8a = = Dy, H Da, (4. 1. 14a) 
dg, 
a = Vy, + Dye, 


两 式 相 加 ,再 减 去 (4. 1. 14) 式 ,得 


1 (Ign | IER _ gä 
Tea = glaa ta aa) 
AMEB TE KIL Bi 二 ,上 式 也 可 以 这 样 证 明 :度量 张 量 协 变 分 量 的 导数 为 


Igi _ IB; eg) _ Ig; Ig, 
aa ag T Bete a 


将 (4. 1.11) 式 代入 上 式 , 得 


(4.1.15) 


Ig; i og, 


ag age te 
将 上 式 中 i 与 ; 互 换 , 并 应 用 (4. 1. 13) 式 ,得 
2 E 
Senn) caper 
将 上 两 式 相 加 ,得 
一 1[28gs | gs (pi. OBE | 。。28， ] 
Py. = 5 [Se +S — (6 SE +8 +S) (4. 1.16) 
由 (4. 1. 5a) 式 可 知 , 上 式 中 
i, 98; , 98s i Bi dg: _ E 
Bet PE gee Bagh EK pet T 


代入 (4. 1. 16) 式 , 则 (4. 1. 15) 式 得 证 。 
也 可 以 将 第 二 类 Christoffel 符号 用 度量 张 量 来 表示 。 将 (4. 1. 9) 式 两 边 乘 g% ,应 用 
gi? Lu =Ò} » 


Te = g” Ty,s (4.1.17) 
将 (4.1.15) 式 代入 上 式 , 得 到 
1 9 gw ag ip 9 gij 
p = 一 一 kp mer -25 一 2 
se se | (4.1.18) 


413 逆 变 基 矢 量 的 导数 
逆 变 基 矢 量 是 根据 对 偶 条 件 由 协 变 基 矢量 派生 的 , 即 


gg, = 95, 
上 式 对 之 求 导 ,并 应 用 第 二 类 Christoffel 符号 的 定义 (4. 1.6) 式 ,得 
dg’ ee FC) | eee T 
3,5 Se 8 55 Th 


上 式 左边 是 逆 变 基 矢量 对 坐标 导数 的 协 变 分 量 , 它 等 于 负 的 第 二 类 Christoffel 符号 。 由 
此 求 得 


Le a) (4. 1. 19) 


dx’ 


414 Vg 对 坐标 的 导数 ,Tj 的 计算 公式 
以 三 个 基 矢 量 为 棱 边 构成 平行 六 面体 的 体积 是 
Vg = [gi1g8:83]= (8 X g2) * gs (4.1. 20) 
它 对 于 坐标 的 导数 是 l 
ag 一 (2a 


了 xg) g+ (e x 58 ar gs: +E Xg). £ 


= (Tiig, X 82 )° g3 + (gi X Tig.) e g +81 Xg). Tig: (4, 1. 21) 
= (Tigi X g2)* 8 十 (8 X Migs) * gs + (ei Xg). T3:83 
=T} [Cg X g) À gs ]= T} ve 
;_ m — 1 ag anvg)_ 19(lng) 
TV 
从 而 r} =I WALES ee 2 aad (4, 1. 22) 


4.1.5 坐标 转换 时 Christoffel 符号 的 转换 公式 


当 坐标 工 转换 为 ~ 时 ,第 二 类 Christoffel 符号 转换 为 iy ,根据 (4. 1. 6) 式 及 基 矢 量 
转换 公式 得 


人 


7 _ Og; 7 ax? ax’ ane 3? x? dx? (Ag, Ax! ax!’ E 
Ty => * = mT8p)* = i778 i7 j7 s 8 
2 dz! dz’ \9x’ ox" Oxi’ Axi’? ? 9xi NIL Axi 3x 

Px? s, Ax!’ | ax? IL IL y a ax!’ 


——— + B? BY BT (4. 1. 23) 


Fone ox ? ax’ dxi Axi’ azr 加 = Ix Ixil ax? 


SOAP ,By ,B! 为 坐标 转换 系数 。 因 为 对 于 一 般 曲线 坐标 2 3 7 不 为 零 ,所 以 由 上 式 可 
见 ,T 不服 从 张 量 分 量 的 转换 关系 , 即 I% 不 是 张 量 分 量 。 只 有 在 直线 坐标 系 中 ,新 老人 
标 之 间 的 关系 是 线性 关系 ,5 一 0,T% 与 Ty 之 间 才 满 足 类 似 于 张 量 分 量 的 转换 关 


Ir Ix 
系 。 但 在 直线 坐标 系 中 


ry; =O, =0 
与 (4. 1. 23) 式 相 类 似 地 还 有 
T} = PIPRA, +2, 2 (4. 1.24) 
42 张 量 场 函数 对 矢 径 的 导数 .梯度 
以 下 的 研究 方法 适用 于 三 维 空间 中 任意 阶 (” 阶 ) 张 量 场 函数 , 即 
T= T(r) (4, 2. 1a) 
其 并 矢 表达 式 为 . 
T(r) — Teg gj eg! (4, 2. 1b) 


式 中 ,无 论 分 量 或 是 基 矢 量 都 是 矢 径 ~( 从 而 也 是 空间 曲线 坐标 x ) 的 函数 。 为 研究 其 随 
点 变化 的 规律 , 需 研 究 n 阶 张 量 T 对 矢 径 r 的 导数 。 在 以 下 研究 中 , 均 假 定 场 函数 TT 对 坐 
标 之 的 偏 导数 存在 且 连 续 。 


4.2.1 有 限 微分 .导数 与 微分 
EX 张 量 场 函数 T(r) 对 于 的 增 量 x 的 有 限 微分 为 


Tri = lim HDTC + haw) 一 TCr) (4, 2. 2) 
可 以 证 明 , 有 限 微分 对 于 矢 径 的 增 量 u 是 线性 的 , 故 记 作 
Tri = T(r) .uu (4. 2. 3) 


RP TO = FE ay n 阶 张 量 场 函数 了 (r) 对 矢 径 > 的 导数 ,根据 商 规则 , 它 是 a 十 1 阶 


张 量 。 
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应 注意 到 ,和 前 一 章 不 同 , 本 章 所 阐述 的 是 张 量 场 函 数 , 自 变量 是 矢 径 r,r 是 曲线 坐 

标 z:(! 王 1,2,3) 的 函数 

r=r(z') (4, 2. 4) 
从 而 张 量 场 函数 ( 张 量 的 分 量 与 基 矢 量 ) 也 是 坐标 的 函数 ,但 是 坐标 之 并 非 矢 径 r 的 分 量 。 
而 前 一 章 中 自 变 量 则 是 张 量 , 基 矢量 (或 基 张 量 ) 是 常量 ,函数 分 量 依赖 于 自 变量 ( 张 量 ) 的 
分 量 而 变化 。 

.在 任 一 曲线 坐标 系 x 中 , 矢 径 7r 的 增 量 w 可 以 对 该 点 处 的 基 矢 量 分 解 为 

u = ug; (4.2.5) 
为 了 进一步 求 得 在 该 坐标 系 中 场 函 数 对 矢 径 的 导数 T Cr) 的 各 个 分 量 , 首先 研究 当 增 量 
为 基 矢 量 g;: 时 , 场 函 数 T(r) 的 有 限 微分 


T (r;g:) = lim HITO + hg.) — TH] (4, 2.6) 


如 图 4. 2 示 , 矢 径 > 有 增 量 Ag;, 相 当 于 定义 场 函数 的 
点 由 PORE 7) 移 至 坐标 线 zx: 在 该 处 切线 上 的 点 PP 
(RE x) 

r= r+hg; 
而 它 所 对 应 的 场 函 数 T(r) 实际 上 通过 (4. 2. 4) 式 而 
成 为 坐标 x(1 二 1,2,3) 的 复合 函数 : ! 9 

T= TorCz) 图 4.2 场 函数 定 义 域 中 矢 径 的 变化 


ag is aa 


at = lim + ETG +hôi))—TCrC))] G= 1,2,3) (4.2.7) 


EE ye E TÆ x! ,zx ,x 的 函数 ,z 是 对 其 求 偏 导数 的 
那个 确定 的 坐标 的 指标 ,一 1,2,3 分 别 对 应 三 个 式 子 。 矢 径 r(z') BLE’ =r(a't 
hò) ,相当 于 图 4. 2 中 定义 函数 的 点 由 卫 沿 坐标 线 BBP BR. WH 2. 6) 式 与 
(4.2. 7) 式 ,注意 到 由 于 ee Taylor 级 数 


r(x’ +d!) = rz 十 了 Fuh + oth) = r(x’) + hg; + o(h) 


MRE r tis ital esa ae 因而 该 二 点 处 函数 值 的 差别 也 是 一 个 高 阶 
无 穷 小 量 , 则 (4. 2. 6) 式 与 (4. 2. 7) 式 右 端 极限 必 相 等 , 即 

T (r;3g;) = 2T 
根据 有 限 微分 对 于 增 量 为 线性 的 性 质 及 (4. 2. (4. 2. 8) 式 


T (r3u) = T (r3uig;) = u' eos (Zs) u 


(4. 2. 8) 


ar: ax’ 


BI es. 


对 比 上 式 与 (4. 2. 3) 式 ,由 于 增 量 是 任 给 的 , 故 


T(r) = Ë = e 


r Oxi 


由 有 限 微分 与 导数 的 定义 (4. 2. 2) 式 ,(4. 2. 3) 式 知 


Tir+hu) — T(r) = T(r) + hu + 06h) 


如 果 令 
dr 一 hu 


则 (4. 2. 10) 式 的 主 部 称 为 张 量 场 函数 的 微分 , 记 作 dT, 它 与 导数 间 满 足 


dT = T(r)-dr 


42.2 梯度 


将 场 函数 对 矢 径 的 导数 定义 为 场 函 数 的 右 梯度 , 记 作 


TV = T(r) = y 
Ox 


则 (4. 2. 11) 式 可 写作 


dT = (TV )。dr 


(4. 2. 12) 式 中 引入 了 Hamilton 微分 算 子 了 
a; 


OV= Sg, VO= 
同样 地 还 可 以 定义 张 量 场 工 的 左 梯度 
, OT 
并 有 
dT 一 dr。(VT) 


20 
ax’ 


(4. 2.9) 


(4. 2. 10) 


(4. 2.11) 


(4. 2. 12) 


(4. 2. 13) 


(4.2.14) 


(4. 2.15) 


(4. 2.16) 


根据 商法 则 ,n 阶 张 量 场 T 的 右 梯 度 与 左 梯度 都 是 (n 十 1) 阶 张 量 。 但 一 般 来 说 TV 
与 YT 是 不 同 的 张 量 。 只 是 对 于 标量 ( 零 阶 张 量 ) 场 函数 9, 才 有 


0 一 Vp (4. 2. 17a) 

此 时 梯度 是 沿 着 9 的 等 值 面 的 法 线 方向 的 矢量 。 

对 于 矢量 (一 阶 张 量 ) 场 函数 ,其 梯度 是 二 阶 张 

量 场 , 且 

FV = (V F)" (4.2. 17b) 

$14.1 CA: 一 个 曲面 可 以 用 二 维 标量 场 

函数 A(z, 22)(zlzE0O) 表 示 , 其 中 六 表示 曲 
面 上 每 一 点 到 基准 平面 的 高 度 ( 见 图 4. 3) 。 

求 :在 曲面 上 过 曲面 上 某 一 点 A(a!, a’) 的 


图 4.3 曲面 的 斜率 


张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 


任 一 线 元 的 斜率 全, 斜率 最 大 的 方向 以 及 对 应 的 该 点 处 最 大 斜率 。 
ee ae 
解 dh 二 到 dz 十 52dz 


=(dre (VA) ) na, 


式 中 dr 一 dzeg。 

v= 2 
T= e 斜率 最 大 的 方向 为 平行 于 梯度 矢量 WA 一 于 3 和 | ， ，， ,的 方向 ,最 大 
斜率 为 |Y| 。 


例 4.2 物体 中 线 元 AB 可 以 用 矢 径 的 微分 dr 表示 , 当 物 体 发 生变 形 时 ,物体 中 各 点 
AMEH ulr, 2’, zx)), 设 A 点 坐标 为 (x!，x?， t), B 点 坐标 为 (zl 十 dzl，z2 十 
dz’, x? +d). K AB 两 点 的 位 移 差 du 。 

ou 


— OU, 14 UM) Uy 3 _ OU, ;_ 4, ou 
fi du 3,1 Ka +d 十 了 dz I dT dr 8 5 


=dr + (Va) =(uV )。dr 
43 张 量 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 


上 和 节 已 阐明 ” 阶 张 量 场 函数 对 矢 径 的 导数 (梯度 ) 是 n+ 1 阶 的 张 量 场 ,本 节 将 给 出 其 
分 量 表达 式 。 由 (4. 2. 9) 式 , 张 量 场 函数 对 矢 径 的 导数 为 


To) = TY = 2 4: (4.3.1) 
Ox 
在 将 ” 阶 张 量 场 了 对 坐标 z 求 导 时 ,应 注意 到 
T T Tigig) "gg (4. 3. 2) 


式 中 张 量 分 量 Ta JEKE gg gg! 都 是 坐标 二 的 函数 ,因此 3 二 的 表达 式 中 ,不 仅 


包含 分 量 对 坐标 的 偏 导数 ,还 应 包含 基 张 量 对 坐标 的 偏 导数 。. 
从 本 节 以 下 的 分 析 中 ,读者 将 会 理解 张 量 场 函 数 梯度 的 分 量 不 是 该 张 量 分 量 对 坐标 
的 普通 偏 导数 ,而 是 对 坐标 的 另 一 种 导数 , 即 所 谓 协 变 导数 。 


43.1 矢量 场 函数 的 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 


矢量 场 函数 F(r) 在 曲线 坐标 系 中 对 协 变 基 矢量 的 分 解 式 为 
F = F'g; 
它 对 坐标 zx’ 的 偏 导 数 是 


sy at 


oF _ oF" i og; eas 
az g zE tF Ixi G — 1,2,3) 
利用 第 二 类 Christoffel 符号 的 定义 (4. 1.4) 式 ,并 更 换 一 次 哑 指 标 , 上 式 可 写作 
dF _ aF eee ete an eee 
a agate | hese = (op +E” Tim js， = Fg: (4. 3. 3) 
上 式 中 记 
0 i n: Hoa 
F; = satin G, j = 1,2,3) (4.3.4) 
dx! 


称 为 矢量 下 的 逆 变 分 量 F 对 坐标 zx! 的 协 变 导 数 。 矢 量 分 量 的 协 变 导 数 分 为 两 部 分 ,第 
一 部 分 是 该 分 量 对 坐标 的 普通 偏 导数 , 记 作 

area = ae Qe EEEE (4, 3.5) 
第 二 部 分 F”T 则 反映 了 基 矢 量 随 坐 标 x’ 的 变化 , 它 由 三 项 构成 ( 哑 指 标 m = 1,2,3). 
即 ,在 曲线 坐标 系 中 分 量 F 对 坐标 zi 的 协 变 导 数 不 仅 与 该 分 量 有 关 ,还 与 另 两 个 分 量 有 
关 。 只 有 在 直线 坐标 系 中 


Tin = 0 
此 时 协 变 导 数 与 普通 偏 导数 的 差别 才 消 失 : 
F; = Fi; 
车 将 矢量 场 函 数 F(r) 在 曲线 坐标 系 中 对 逆 变 基 矢 量 分 解 
F = Fig’ 
注意 到 逆 变 基 矢 量 对 坐标 的 导数 (4. 1. 19), 上 式 对 坐标 的 导数 应 为 
E L Be RTh" = (FF, )e = Fg GH 128) 4.3.6) 
Ext Pid 
ce OEE ie. Gag = aos) (4.3.7) 
dx! 


称 为 矢量 下 的 协 变 分 量 下 ; 对 坐标 x’ 的 协 变 导数 。 而 式 中 第 一 部 分 为 矢量 下 的 协 变 分 
量 F, 对 坐标 的 普通 偏 导数 , 记 作 
OF 


F,,, = 9;F; = — (is j = 1,2,3) (4. 3. 8) 
x 


以 后 ,在 记忆 协 变 导 数 的 定义 式 (4. 3.4),(4. 3.7) 式 时 ,应 注意 有 Christoffel 符号 的 第 二 
项 中 哑 指 标 m 一 上 一 下 ,而 自由 指标 与 其 他 项 在 同一 水 平 上 ,同时 还 应 注意 第 二 项 的 
符号 。 l 

可 以 证 明 , 同 一 个 矢量 的 协 变 与 逆 变 分 量 的 协 变 导 数 之 间 仍 满足 指标 升降 关系 。 由 
(4. 3. 3) 式 


_ 141. 


a E a 


oF 


= Fig: = Fi gag = Figug' l (4.3.9) 
将 上 式 与 (4. 3. 6) 式 比较 
Fi; = gaF', (4, 3. 10) 
Til Ek BY ht Bp 5 DENE AS LS RF MEK 
= (gaF* ) ,i 
比较 上 式 与 (4. 3.10) 式 , 知 
(gaF*),; = Fis = gaF', (4, 3.11) 


上 式 意味 着 度量 张 量 分 量 在 求 协 变 导 数 的 运算 中 ,可 以 没有 变化 地 移出 (人 ) 协 变 导数 的 
运算 括号 之 外 (内 ) 。 


(4.3. 9) 式 中 3 不 具有 对 坐标 的 不 变性 ,但 它 与 基 矢量 的 并 矢 、 即 (4. 2. 12) 式 、 


(4. 2. 15) 式 所 表示 的 矢量 场 函数 的 右 梯度 与 左 梯度 ,都 是 二 阶 张 量 ,具有 对 于 坐标 的 不 变 
性 ,其 并 矢 展开 式 为 


= y = Fi ggi = F,,,g'g/ (4. 3. 12a) 
VF =g ot = Fig’: = Fg’g’ (4. 3. 12b) 

引入 符号 V ;( ) 二 ( ),; ,作为 表示 张 量 分 量 协 变 导数 的 另 一 种 符号 ,上 式 可 记 作 
VF = SF VF'igig; = VF igigi (4, 3. 12c) 


在 (4. 3. 12c) 式 中 哑 指 标 在 分 量 中 出 现 的 先后 次 序 与 对 应 的 基 矢 量 先后 次 序 相同 j 
为 第 i 为 第 2 指标 9。 因 此 ,矢量 分 量 的 协 变 导 数 是 二 阶 张 量 (矢量 的 梯度 ) 的 分 量 ; 或 
者 说 , 求 协 变 导 数 的 运算 是 一 种 张 量 运算 。 这 一 点 还 可 以 从 矢量 分 量 的 协 变 导 数 满足 二 
阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 来 证 明 , 证 明 方法 如 下 : 当 坐标 由 i 转换 为 z’' 时 ,矢量 分 量 
F 转换 为 F” , 即 


对 坐标 xz 的 普通 偏 导数 为 


gz a i Izt 2r ax 
az T = FUA BiH E 22, 22 


对 于 一 般 的 曲线 坐标 系 , 上 式 中 第 二 项 不 为 零 , 故 矢量 分 量 的 普通 偏 导数 FF 不 是 二 
阶 张 量 的 分 量 。 只 有 在 直线 坐标 系 中 , Fy 才 服 从 类 似 于 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 


(4, 3. 13) 


@ j,i 也 可 互 换 , 则 i 成 为 第 1 .7 成 为 第 2 指标 。 
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(4. 3. 13) 式 的 第 二 项 可 以 计算 如 下 ,由 (4. 1. 24) 式 
az axt 


k — BËRI BATE, a 7 
T; Bi BG Be Tř; UEFE ax! 


ax! CEM REJE ax 
axari Ix ax* ”了 


= BITS — BIBIT = BITS — BIBY Tie 


HERRUS ,对 k= 1,2,3 求 和 ,并 移 项 ,注意 到 二 过 一 
ax 
ax’ dz! 
将 上 式 代 回 (4. 3. 13) 式 ,得 
Fly =F.piph+ PBIBITS — FpYBIBY Tie 
=F pi Ri + PBIBITS — FT iy 


则 


将 上 式 移 项 ,得 
Fiy + FT = BBY (Fi; + PTY) 
回忆 协 变 导数 的 定义 (4. 3.4) 式 ,上 式 可 进一步 写作 
Fiy = BiBiFi, (4.3.14) 
这 样 ,就 进一步 证 明 At SE = 阶 张 量 的 分 量 , 从 而 进一步 证 
明了 梯度 FV 和 VF 都 是 二 阶 张 量 。 
协 变 导数 的 指标 既然 都 是 张 量 指标 ,就 可 以 用 度量 张 量 进行 升降 指标 , (4. 3. 12) 式 可 
写作 l 
FV = Fgig’ = Fg'g’ = F” gig; = Fi'g'g; (4. 3. 15) 
VF = V Fi g'g, = V .Fig'g’ = V ‘Figg; = V Figg’ (4.3.16) 
上 式 中 F*i( 或 ViFi) ,Fy (或 Vi,) 分 别称 为 矢量 的 逆 变 分 量 所 与 协 变 分 量 F AAAF 
数 。 它 们 是 由 协 变 导 数 升 指 标 得 到 的 : 
Fi 一 Vi 一 SF 一 TAFE (4. 3. 17a) 
Fi = VF, = g*Fian = g” VF; (4. 3. 17b) 
$4.3 证 明 矢 径 z 的 梯度 就 是 度量 张 量 G。 
矢 径 > 及 其 分 量 一 都 是 坐标 zc’ HBR: 
r(x’i) = ri(x’)g;(z’) 


而 根据 基 矢 量 及 协 变 导数 的 定义 
. g = IR = rig 
i 了 和 
又 因 
8; = O58 
故 
ri; 一 ð 


根据 梯度 的 定义 


4 T 


ry = gi = rjgig’ = gig’ =G (4. 3. 18) 
男 一 种 更 直接 证 明 (4. 3. 18) 式 的 方法 0 是 由 (4. 2. 13) 式 、(4. 2. 16) 式 或 由 例 4.2, 改 
X u 的 含义 , 令 u=r, 则 有 
dr = dr+ (Vr) = (ryY). dr 
只 有 度量 张 量 G 与 任意 矢量 dr 的 点 积 仍 为 dr 自身 ,因此 
Vr=rV=G 


43.2 张 量 场 函数 的 分 量 对 坐标 的 协 变 导 数 


以 三 阶 张 量 TCr) 为 例 , 在 任意 曲线 坐标 系 中 其 并 矢 表达 式 为 
T = TY,g:g;g' = TŻ ggg = (4. 3.19) 
将 张 量 场 函数 工 对 坐标 zx!' 求 导 时 ,注意 到 分 量 与 基 矢 量 都 是 x! 的 函数 ,利用 (4. 1. 4) 
式 与 (4. 1.19) 式 ,得 到 
aT 


32 7 
Jz =y (11 8:818") 


aTi 5 - 2 D 
7 8:88" + TuTYgngjg + Tig: Tig ng" — Tigig Tg” 


= (Fe 
dz! 
在 导出 最 后 一 个 等 式 时 ,从 第 二 项 起 之 项 更 换 了 哑 指 标 ,例如 ,在 第 二 项 中 ,将 哑 指 标 m 
更 换 为 i , 哑 指 标 i 更 换 为 m 。 定 义 张 量 工 的 分 量 TY, 对 坐标 的 协 变 导数 为 
P+ TATu + TPs — THD (4. 3. 21) 
上 式 中 后 面 三 项 反映 了 张 量 并 矢 表达 式 中 三 个 基 矢 量 对 坐标 的 导数 ,每 一 项 都 由 张 量 分 
量 与 第 二 类 Christoffel 符号 的 乘积 构成 ,确定 其 指标 的 规则 如 下 

(1) 张 量 的 分 量 指标 i jo 按 项 依次 用 哑 指 标 m 取代 ,如 果 被 取代 的 是 协 变 指标 ， 
则 该 项 变 为 负 号 ,如 被 取代 的 是 逆 变 指标 , 则 该 项 不 需 变 号 。 

(2) 每 项 中 Christoffel 符号 的 指标 是 先 写 与 张 量 分 量 的 哑 指 标 m 成 对 出 现 的 另 一 
个 哑 指 标 m〈 如 张 量 分 量 的 哑 指 标 是 上 标 , 则 Christoffel 符号 的 哑 指 标 是 下 标 ;或 反之 )， 
而 另 两 个 指标 是 自由 指标 :一 是 被 旺 指 标 m 取代 的 那个 指标 (i, j 或 &) , 另 一 个 是 所 求 导 
的 坐标 的 指标 ! ,其 上 下 位 置 的 确定 应 符合 自由 指标 的 规则 。 

(4. 3. 19) 式 中 三 阶 张 量 其 他 形式 分 量 的 协 变 导 数 可 以 按照 上 述 规则 写 出 ,例如 ， 


+ TTi + TP, 一 To To )gigig’ (4. 3. 20a) 


Toa = 


O 在 曲线 坐标 中 矢 径 > 不 是 矢量 ,但 其 微分 dr 是 矢量 。 因 为 算 子 V 的 运算 涉及 微分 ( 见 (4. 2.14) 式 ) ,所 以 对 工 
的 公式 (4. 2. 13),(4. 2. 16) 也 可 用 于 r. 


ejk aT* ej m emk TY -jm TW 
Ee —— Jx! eN Bae + Te Th: + Tz Thau (4, 3. 22) 
于 是 , (4. 3. 20a) 式 中 的 3 STL BAAR 
st = Trig igig' = Ti ag gg = 0 (4. 3. 20b) 
由 (4. 3. 1) 式 定义 的 张 量 场 函数 的 梯度 
TV 一 og! 一 = Ti 8 8 Sg, = Ti 18 '8 8.8! Se (4. 3. 23) 
或 者 
VT = g' st = VTi.g'gigig’ = VTi g'g gg = ** (4, 3. 24) 


EX GA > PT A AKEKE N+ 阶 张 量 ) 的 各 种 分 量 , 它 
们 之 间 应 满足 指标 升降 关系 ， 
Ti = ging Th, 
或 者 写成 
(ging Th) = Bmg” Tha (4, 3. 25) 
上 式 再 一 次 说 明度 量 张 量 分 量 在 求 协 变 导数 的 运算 中 ,可 以 没有 变化 地 移出 (入 ) 协 变 导 
数 的 运算 括号 之 外 (内 )。 
由 (4. 3.23),(4. 3. 24) 两 式 可 知 :对 于 一 个 任意 阶 张 量 场 T, TV 与 VT 一般 不 是 简单 
地 互 为 转 置 的 关系 ,而 是 两 个 不 同 的 张 量 。 矢 量 场 函数 下 可 以 看 成 是 一 阶 张 量 场 函数 ， 
只 在 此 时 ,FVY 与 VF EARE. HTE AAA p oV = 二 V9, 此 时 p 对 坐标 的 普通 偏 导 
数 与 协 变 导 数 的 差别 也 就 消失 了 。 
如 矢量 一 样 ,在 任意 曲线 坐标 系 中 ， 张 量 分 量 的 普通 偏 导数 不 是 张 量 的 分 量 ,只 有 其 
协 变 导数 才 满 足 张 量 分 量 的 坐标 转换 规则 。 在 直线 坐标 系 中 ,Christoffel 符号 恒 为 零 , 普 
通 偏 导数 与 协 变 导数 的 差别 消失 了 。 可 以 经 常 利 用 这 个 性 质 , 在 直线 坐标 系 中 推导 张 量 
场 方程 ,然后 根据 张 量 场 方程 对 于 坐标 的 不 变性 ,把 普通 偏 导数 换 作协 变 导 数 ,直接 写 出 
曲线 坐标 系 中 张 量 分 量 满足 的 方程 式 。 


4.3.3” 协 变 导 数 的 一 些 性 质 


1. EEKE G 的 任何 分 量 ( 协 变 、 闭 变 、 混 变 ) 的 协 变 导 数 恒 为 零 (Ricci 引 理 )。 
Viga =0, Vel=0, Vg =0 (4, 3. 26) 
上 式 可 以 用 以 下 三 种 方法 证 明 。 
证 (1) Æ Euclidean 空间 中 ,可 先 选择 笛 卡 儿 坐 标 系 , 此 时 
0 jJÆk 


x = const = 
er i pee 


I EN oli al A SE TE, 


a cc u 


Igir 
dz 


而 V ,gx 是 三 阶 张 量 VG 的 分 量 , 既 然 VG 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 为 零 。 则 在 Euclidean 空间 其 
他 任何 坐标 系 中 均 为 零 。 
(2) 在 Euclidean 空间 中 , 取 笛 卡 儿 坐标 系 基 矢量 去 源源 , 则 
G =gng'g* 一 88i8 = g" gig, 
= +i, + i;i; 

在 空间 的 每 一 个 点 ,选择 不 同 的 坐标 系 , 度 量 张 量 G 的 分 量 可 能 改变 ,但 张 量 实体 是 不 变 
的 。 而 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 及 基 矢 量 ,从 而 张 量 实体 G 均 不 随 空间 各 点 
的 位 置 ( 即 坐标 值 ) 而 变化 ,为 常 张 量 ,对 于 任意 矢 径 7z 的 增 量 dr,G 的 增 量 均 为 零 , 则 由 
(4, 2. 16) 式 , 即 


Vigan = — Eml — Emr 一 0 (4. 3. 26a) 


dG = dr. (VG) = O 
由 于 是 dr 任意 的 , 故 梯度 VG ZEKE, B 
VG=0 

而 在 任意 曲线 坐标 系 中 ,度量 张 量 G 的 梯度 的 并 矢 式 为 

VG = Vigng'g’g' = Vioigigig’ = Vig”g gg, 
零 张 量 在 任意 坐标 系 中 的 分 量 均 应 为 零 , 故 

Viga = Viol = Vig* = 0 
(3) 若 所 研究 的 问题 在 非 Euclidean 空间 (如 二 维 问题 中 的 球面 ) , 则 不 能 运用 全 空间 

内 gx 为 常量 的 笛 卡 儿 系 ,而 对 于 任意 曲线 坐标 系 ,由 (4. 1. 9) 式 及 (4. 1. 14a) 式 得 


9 ji m ; m 
Vig ie = = — gm VF — gjm VE 
ae. 
= — Tyr— Taj;=0 
同 理 可 得 


Voi = 24 t Tih — Or = 0 r =0 


CE% 
由 此 可 见 , 在 曲线 坐标 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 不 是 常数 ,其 普通 偏 导数 不 为 零 ,但 其 协 变 导 
数 为 零 。 换 言 之 ,不 管 对 于 Euclidean 空间 还 是 非 Euclidean 空间 ,度量 张 量 G 的 梯度 VG 
恒 为 零 ,G 作为 张 量 实体 总 是 不 随 空间 点 的 位 置 变化 而 改变 。 这 个 性 质 说 明了 对 于 求 协 
变 导数 的 运算 ,度量 张 量 的 分 量 能 如 常数 一 样 无 变化 地 移 人 (出 ) 协 变 导数 运算 括号 内 
(外 ) 的 原因 。 
2. 置换 张 量 e 的 分 量 的 协 变 导数 恒 为 零 。 
Ve” = 0, Vep =0 (4. 3. 27) 
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上 式 对 于 Euclidean 空间 与 非 Euclidean 空间 可 分 别 证 明 如 下 。 
证 (1) Æ Euclidean 空间 中 ,可 取 笛 卡 儿 坐标 系 ,此 时 6 =0 或 士 1, 故 Y ke” 一 0, 又 
因 Vx” 是 张 量 Ve 的 分 量 , 所 以 对 于 任意 坐标 系 V x”=0。 
(2) 对 于 非 Euclidean 空间 
Vere: f= 二 8 2e 8:8 58) 


= (La! gg" Jgig ;8 ) 


=e'{([5 28; eet |+ [se 8 gfe e 2E J)e, gig 十 
Cee’ gt (SB g; gr + 958 +e. tg: g; SE) ) 


=e'{([—-Ting” gi g* |— [Ce rheg” gt] [e gi Ting” DE; g+ 
[g g’ gt] Tign g; gt HITGE: gn Be HIRE: 8; Bm)) 
=g { C Ta Ce” g’ gt] Ti [Cg g” gt] Tih Cg gi g” ])8; 8; get 
([g” gigt IT, + Eg g” grh + Lg’ gi g” Pin 8:8 g) 
=0 : 
3. 对 张 量 分 量 缩 并 与 求 协 变 导 数 的 次 序 可 以 调换 (Leibnitz 法 则 ) 。 
以 三 阶 张 量 的 分 量 Ti 为 例 ,其 协 变 导 数 
VT 53T + TAT + TT — Tein TE 
是 四 阶 张 量 的 分 量 .然后 将 其 i,k 指标 进行 一 次 缩 并 ,得 到 
V TH, =9,Ti, + Tin + TTS, — TH, 2 
=9,TH, + Ti TE + To Ti — Tee Th = aTi Ti Tl, 
车 颠倒 运算 次 序 , 将 Ti 的 指标 i,k 先进 行 一 次 缩 并 ,得 到 一 阶 张 量 (矢量 ) 的 分 量 
Di 二 Tii; ,然后 对 Di 求 协 变 导 数 , 得 到 
VD’ = 9Tii, + Ti, 
故 两 种 先后 次 序 的 运算 得 到 相同 的 结果 , 即 
VT; = YDi 
4, 两 个 张 量 分 量 乘积 的 协 变 导 数 服从 函数 乘积 的 普通 偏 导 数 的 运算 规则 。 例 如 , 设 
4 为 三 阶 张 量 .B 为 二 阶 张 量 : 
V, (AŻ, Bin) = (VAN) Bin + ALC Bin) (4. 3. 28a) 
或 (A2B 人 一 (AD) Bim H AFC Bim),s (4. 3. 28b) 
上 式 的 证 明 方 法 如 下 。 设 
人 (4. 3. 29a) 
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此 式 的 抽象 记 法 为 
C= AB (4, 3. 29b) 
则 
V Cit = CH 十 CHET, + CT — Cigna Th, + CH Th Cr re 


VA, = At, HAPT + A2, Th — AXLE, 

V.B4 = Bin, + BD, — BT, 
利用 (4. 3. 29a) 式 和 上 三 式 , 则 (4. 3. 28) 式 得 证 。 也 可 用 另 一 种 证 明 方 法 ,将 抽象 记 法 的 
(4. 3. 29b) 式 对 c 求 偏 导数 ,然后 利用 (4. 3. 20b) 式 , 取 分 量 形式 即 为 (4. 3. 28) 式 。 

但 应 特别 注意 ,由 (4. 3. 28) 式 与 (4. 3. 29b) 式 决 不 能 导致 
V (AB) = (VA)B+ A(VB) 
上 式 对 于 任意 阶 张 量 A,B 不 能 成 立 。 这 是 因为 上 式 的 两 端 , 即 
Æi = V (AB) 二 gi ŽAB) =e 2g + g'a 28 2B 

与 

右 端 = (VA)B+ ACVB) = g' JAR + Agi oe 
ox ax 


一 般 说 来 并 不 相等 。 只 有 当 4 为 标量 ,了 为 矢量 上 时 , 才 有 


V (ou) = (Ve) 0+ (V0) (4. 3. 30) 
还 可 以 相应 地 证 明 
V.(AU,BE) = (V,AŻ,) Bt, 十 A2CV,B5) (4. 3. 31) 
同样 地 
V (A » B) Æ (VA) + B+A > (VB) 
因为 上 式 中 


左 端 二 9 (4。 B) = g ZA. B) = g 4. BigA. 


a 
一 般 说 来 二 者 也 是 不 相等 的 。 仅 当 4,B 分 别 为 矢量 u,v 时 , 才 有 


V (u.v) =g eo a -v+ gu.» 


HA% =(VA) + B+ A+ (VB) = g' 24 Bta. g 2B 


(4. 3. 32) 
=g 2%. vte? Tp +u = (Vu) + v+ (Vv) +u 
当 4 为 二 阶 张 量 T,B jean A 
V(T-v) =g° S(T vagal. -vitgT-: 


Ox S 


es MM grt) Se 


=g OF o4 ge 22 T = (VT) -v+ (Ve) -T 
ar ar 


=(VT) -v+[T+(oV)]? 


44 张 量 场 函数 的 散 度 与 旋 度 


对 于 阶 数 等 于 或 高 于 1 阶 的 张 量 场 函 数 ,可 以 定义 张 量 场 的 散 度 和 旋 度 。 


设 任 意 阶 张 量 场 函数 的 并 矢 式 为 
T = THN gig; gg. 一 TB 
定义 全 的 散 度 为 


a : 
e g = TH ge je gg g 


T-V= 


= a Bi Be 


ae ee 
V-T=,'- = =V.THh + gigs Bie! 


=V TE: orgs “Bg! 
显然 , 张 量 场 函数 了 的 散 度 是 一 个 比 工 低 一 阶 的 张 量 场 , 且 一 般 说 来 


T: VÆV. T 
例如 ,对 于 二 阶 张 量 场 函数 S 
S- V= 2g = Sig 
Ox 


4S AWM MK BH aN , H F 


Si = Si 
此 时 
S-V=V-S 
对 于 矢量 场 函数 下 ,其 散 度 记 作 

divF = FU = 2. g = Fi 

也 可 以 写作 . 
divF = V+ F = V ;F' 

显然 ,对 于 矢量 场 F 


divF = F-V=V-F 


(4. 3. 33) 


(4.4.1) 


(4. 4.2) 


(4. 4.3) 


(4, 4. 3a) 


(4. 4. 3b) 


(4. 4. 3c) 


MSc eset a eo 


利用 (4. 1. 22) 式 ,可 以 得 到 计算 divF 的 公式 
divF =V ;F' = St FT, 

_aP | pe 1 9VE _ 1 acer") ec 

Axi Vg ax” Vg ax” i 

利用 上 式 和 下 文 4.5 节 中 关于 (4. 5. 2) 式 的 几何 解释 9, 可 以 进一步 说 明 散 度 divF 的 物 

理 意 义 : 若 下 是 流体 的 速度 场 , 则 散 度 divF 就 是 每 单位 体积 流出 的 流量 (每 单位 时 间 )， 
div (oF ) 为 每 单位 体积 流出 的 质量 (po 为 流体 的 质量 密度 ) 。 

在 直线 坐标 系 中 , 张 量 分 量 的 协 变 导数 等 于 普通 偏 导数 ,此 时 


了 .六 一 全 (4. 4. 5a) 
Ve T= 3; T hg egg" (4. 4. 5b) 
定义 任意 阶 张 量 场 函数 工 的 旋 度 
VxT=g x at =e X (VT ZH g'g; gg) 
HO" (V TE gng; gig) (4. 4. 6a) 
或 者 
TXV =2T X g = Tit, Big ee’ Xg 
= TË EE EBn (4. 4. 6b) 
上 两 式 也 可 以 分 别 写作 
VxT= «(VT) (4. 4. 7a) 
TXV=(TV):€ (4. 4. 7b) 
对 于 矢量 场 函数 下 ,其 旋 度 
curlF =V x F = V Figi X gi 一 个 了 Fig 
& 8 83 
Liv, vV, V, (4. 4.8) 
vg F F, A, 


上 式 可 以 进一步 简化 如 下 
从 iFi 一 从 (aiFi 一 FTI3) = E aF; — Fae Ty 
由 于 以 关 于 指标 i,j 反对 称 ,3 关于 指标 i,j 对 称 , 故 上 式 中 第 二 项 应 为 零 , 则 


8: 82 8s 
curlF =,F jg, ae a, a, 93 (4. 4.9) 
Sir R Fy 


O 将 (4.5.3) 式 中 g1,g?,g? 各 改 为 F. g =F F. gF, Fe gF, 


oL RAF REE gt 


此 外 ,还 可 以 定义 Laplace ay 


a 
aie a ee Tis 18°88; °° gg) 
e (VV The gigs eg!) = g" VV. Eig igi eg! 
HV'V, Tike igs gig! = eT Th BiB; gig (4. 4. 10) 
式 中 
VV Tae = (Tey = Tee (4. 4.11) 


称 为 张 量 分 量 Ti 的 二 阶 协 变 导 数 。 
45 积分 定理 


4.5.1 预备 知识 


1. 若 用 矢量 da 来 表示 封闭 曲面 a HAR, | da| 等 于 该 面 素 的 面积 ,而 da 的 方向 为 
面 素 的 外 法 线 方向 , 则 沿 此 封闭 曲面 da 的 积分 da 


f da = 0 (4.5.1) 


上 式 可 以 这 样 证 明 ; 任 取 一 个 平面 如 图 4. 4 所 示 ， | 
其 法 线 方向 的 单位 矢量 为 , 面 素 da 在 平面 上 的 

投影 为 da, 显然 ,此 投影 沿 整个 封闭 曲面 的 总 

和 (代数 和 ) 应 为 零 , 即 


pk + da=0 


bk + da = k + da =0 


由 于 上 的 任意 性 , 则 (4. 5.1) 式 得 证 。 
5 a8!) = Wee") ,= 0 (4.5.2) 
上 式 可 以 这 样 证 明 :应 用 (4. 1. 19) 式 及 (4. 1. 22) 5K, 
Nge) = Ee + fg 28, = Bg — Varig’ 
x Xx pe oe 
EEA — 21g =0 
BY 55 


ax! 


图 4.4 封闭 曲面 的 面 元 矢量 


而 大 是 常 矢量 , 故 


ia: ---- 
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(4. 5. 2) 式 的 几何 意义 可 解释 如 下 ， 考虑 一 表面 为 Aa 的 曲面 微 元 体 Av,Aa 由 距离 分 


图 4.5 曲面 微 元 体 


AJA de’ 的 三 对 坐标 曲面 构成 ,如 图 4. 5 所 示 , 将 左 侧面 
的 大 小 方位 用 矢量 dax 表示 ,das 的 方向 沿 左 侧面 的 外 
法 线 , 而 大 小 正比 于 左 侧面 面积 ,同样 用 dax 表示 右 侧 
面 , 则 由 (1. 2. 17) 式 可 得 

day, =— g,dx’ X gdz? =— Vgg' dr’ dz’ 


daz = Ws 十 sor ae" )dz: Jar dz’ 


类 似 地 可 写 出 da, ,dar , day ,da6 ,故此 曲面 微 元 体 的 面 
素 da 之 和 就 相当 于 (4. 5. 2) 式 的 左 端 。 


5 da 一 | 5°; Vee" ) +525 ge’) + 325 Wee" ) Jaz" dx* dz! 


(4. 5. 3) 


= 2, Wee! )dz' dx’ dz? 


i (4.5.1) 式 已 证 明 > da = 0, 于 是 得 到 (4. 5. 2) 式 。 该 式 的 几何 意义 实质 上 与 (4. 5. 1) 式 
是 相同 的 , 即 封闭 区 域 的 面积 矢量 之 和 为 零 。 

也 可 以 这 样 理解 (4. 5. 1) 式 与 (4. 5. 2) 式 的 物理 意义 , 设 一 个 表面 为 a 的 封闭 容器 受 
均匀 分 布 的 内 压强 p , 则 该 容器 所 受 的 力 的 主 矢量 必 为 零 , 故 


Jpda =0 


消去 非 零 常数 pp 后 得 (4. 5.1) 式 。 若 此 容器 的 表面 由 三 对 距离 分 别 为 de (1 二 1,2,3) 的 


坐标 曲面 构成 , 则 


p>) da=0 


消去 因子 pdr’ da’ dr’ 后 得 (4. 5.2) 式 。 


4.5.2 Green 变换 公式 


Green 变换 公式 给 出 了 张 量 函 数 的 体积 分 与 封闭 域 的 面积 分 的 变换 公式 。 


若 在 三 维 空间 的 体 域 "上 定义 有 7? 阶 张 量 场 函数 g 
(n 为 任意 正 整数 或 零 ) , 体 域 的 外 表面 为 c, 若 dz 为 体 域 
上 的 微 单 元 体积 ,da 为 微 单 元 表面 积 矢 量 ( 见 图 4. 6), 则 


[dove =$ dag (4.5. 4) 


Green 变换 公式 的 证 明 方法 如 下 :以 无 数 坐 标 曲面 46 封闭 曲面 a 所 包围 
分 割 体 域 v, 将 ”分割 为 两 类 体积 微 元 ,一 类 似 如 图 4.5 的 三 维 空间 域 v 
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是 在 三 维 体 域 边界 处 如 图 4.7 所 示 的 各 种 “ ey Av, ,其 表面 为 Am ( 即 由 几 个 于 
标 曲面 和 边界 曲面 包围 的 体积 元 ) 。 根 据 体 积 域 积分 的 定义 ,(4. 5. 4) 式 的 左 端 为 


| do Ve = lim) | dove (4, 5. 5a) 
v Av 


(a) (b) 
图 4.7 表面 为 Aa 的 “残缺 ”体积 微 元 Av 


而 对 于 每 个 “完整 ”的 体积 微 元 ,可 证 明 
|arvp=hdayp (4, 5. 5b) 
这 是 由 于 当 Av 趋 于 无 限 小 时 ,有 
| du Vp = doVp = vzdr’ dz’ dz’ g' oe 
利用 证 明 (4. 5. 
fap = [vzg pat 55 so Wee" 9 dz’ Jax dz? — Veg" p o dz’ dz? + 


[Vgs’ pint zaar P )dz jdz dz’ — Vgg’ 9 (2) dzldzs + 
| ve" port aoa" 9 )dz Jaz! dz’ — Vgg’ P (3) dz! dz’ 
S 9 (fg: l 1 2 3 a/gg') 
二 p tveg ZE |dr'dz’ dz’ 
ge ox 
EX Fo DP (29 Q o DHA KK BH R Wp 在 坐标 面 daa » da , dao 上 的 值 。 而 由 


(4.5.2) 式 ,上 式 中 的 第 一 项 为 零 ,第 二 项 就 是 | doVp ， 故 (4. 5. 5b) 式 得 证 。 将 
(4. 5. 5b) 式 对 所 有 “完整 ”体积 元 取 和 ,得 


a REF 


© | ovg- Z fag (4. 5. 5c) 


将 上 式 取 极限 ， 按照 (4 5. 5a) 式 ， 其 左 端 项 就 是 (4. 5, 4) 式 的 左 端 项 ,比较 (4. 5.4) 式 与 
(4. 5. 5c) 式 的 右 端 项 ,需要 证 明 


f dap = lim >) $ dag (4.5. 5d) 
由 于 相 邻 二 个 体积 元 的 公共 表面 具有 方向 相反 的 面积 矢量 , (4. 5. 5c) 式 右 端 六 $ dag 


是 沿 接近 于 体 域 表 面 a 的 由 无 数 坐 标 面 构成 的 曲面 SA 的 积分 ,图 4. 8 所 示意 为 该 域 的 
一 个 剖面 。 观 察 图 4. 8 中 任 一 个 如 图 4. 7 所 示 “ 残 缺 ”体积 微 元 Aw ,以 图 4.7(a) 为 例 , 与 
它 相 邻 的 有 三 个 “完整 ?体积 微 元 Av, Av 与 三 个 “完整 ” 
体积 微 元 的 界面 面 元 矢量 分 别 为 dao ,da ， das) ,其 正 
方向 指向 Av, Sb, Bo RA, WE 4.7(a) 所 示 ,Avi 的 另 
一 个 表面 为 体 域 的 边界 面 微 元 da, 其 正方 向 指向 域 v 
外 ,Am 的 表面 Aa 由 dao , daz ,dac 与 da 构成 。 

可 以 证 明 , 者 坐标 曲面 间 的 距离 为 Al 的 量 级 , 则 每 图 4.8 边界 为 4 的 体 域 划 分 
一 个 沿 Aa 的 积分 (以 图 4.7(a) 示 那 种 “残缺 ”体积 元 为 为 “完整 "体积 微 元 Av 
例 ) 都 只 是 (AD)? 量 级 的 小 量 。 下 式 中 设 OCAL) 为 与 Al S EE A 
同 量 级 的 量 : 


d da p = dai) 9 ot dao 9 ot dao Pot dap 


Aa, 


=daw [p+ OAD] + daw Ep + OCAD] + dao [p+ OCAL)] + dag 


一 da OCAL) + da OCAL) + days) OCAL) OKAL?) (4. 4. 5e) 
因此 ES AL->0, 则 (4. 5. 5e) 式 右 端 趋 于 零 , 故 
dap 一 一 da ?GD 一 da. P7 dao 9 (3) (4. 5. 5f) 


考虑 到 此 处 “完整 ?体积 微 元 Av 的 面 元 矢量 与 “残缺 ”体积 微 元 Av 的 面 元 矢量 在 界面 处 
方向 相反 , 沿 界面 两 侧 的 积分 差 一 个 符号 ,可 见 当 Al 趋 近 于 零 时 , 沿 “ 完 整体 积 微 元 Av 
外 表面 (坐标 面 ) 的 积分 就 等 于 沿 域外 表面 da 的 积分 ,于 是 (4. 5. 5d) 式 得 证 。 由 (4. 5. 5a， 
c,d) 三 式 ,，(4. 5. 4) 式 得 证 。 

同 理 还 可 证 得 , 当 p 的 阶 数 为 任意 正 整数 或 零 时 ,有 


| dvp v= fo da (4.5.6) 
4o 的 阶 数 为 任意 正 整数 时 ,有 
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ee ee ee ee ee ee ee ee 


fav- p=faa. o (4.5.7) 
dopo o (4.5. 8) 
evxs -faxo (4.5.9) 
[exv- foxa (4.5.10) 


可 以 将 以 上 诸 式 表示 为 分 量 式 ， 但 仅 在 直线 坐标 系 中 ， 基 矢 量 是 不 变 的 ， 分 量 表示 式 

才 有 意义 。 例 如 , 设 g 是 三 阶 张 量 , 则 

P = F088 58" 

Vo = Vpn8 gi8;8" 

Ve p = V9.8 58" 

Vx p= d Vipi 858" 

da = (da)n'g, = (da)mg' = dag! 
EA da, 是 面积 元 矢量 da 的 协 变 分 量 。 则 上 述 (4. 5. 4) 式 ,(4. 5.7) 式 ,(4. 5.9) 式 的 分 
量 形式 分 别 为 (注意 到 在 直线 坐标 系 中 ,V ,一 9,) 


| SAP — $ daig”, (4. 5. 4a) 
| dvp, = = dao’, (4. 5. 7a) 
| duet dips = Pet dapt (4.5. 9a) 


4.5.3 Stokes 变换 公式 


Stokes 变换 公式 给 出 了 张 量 场 函数 面积 分 与 它 沿 曲面 闭合 周 界 的 线 积分 的 变换 公 
式 。 若 在 开口 曲面 c 上 定义 有 ?> 阶 张 量 场 函数 (z 为 任意 正 整 数 ) ,曲面 的 周 界 为 f,df 是 
微 单 元 周 界线 矢量 , 它 的 正方 向 与 面 元 矢量 da 的 正方 向 符合 右手 螺旋 规则 ,如 图 4.9 
示 。 则 


faa- (WX#) =p af p (4.5.11) 
J ‘exw. safe. df (4.5.12) 


上 式 的 证 明 方法 如 下 :将 a 分 成 很 多 微小 三 角 片 单元 如 图 4. 10 所 示 , 三 角 片 的 第 一 
边 为 ds, 第 三 边 为 dt, 第 二 边 为 dt 一 ds, 此 三 边 构 成 了 三 角 片 的 周 界 Af。 三 边 的 中 点 分 
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别 为 (1),(3),(2)。 由 于 三 角 片 很 小 , 故 对 于 每 个 三 角 片 ,积分 
fas. p =ds ° P a+ Cdt — ds) + E œ — dt ° P o 
Af 


=ds  (p+-5ds -Vp )+ dtd). [w+ 到 e+ yp] -dt (p+5dt-Ve) 


= 地 dt (ds + Vp) — + ds - (dt + Vp) 


=F (dsde) : Vp—(dtds) : Ve = N : Ve 
其 中 加 为 二 阶 反 对 称 张 量 ,表示 为 


a= + (dsdt — dtds) 


dr f 
图 4.9 闭合 曲线 /上 所 张 的 开口 曲面 a 图 4.10 曲面 分 割 为 微小 三 角 片 单元 


根据 第 2 章 (2. 5. 29) 式 ,对 于 二 阶 反对 称 张 量 Q 引入 反 偶 矢量 w , 即 


= En Le = 
w = 7E = gé Cdsdt dtds) 


Z5 tas X dt — dt X ds) =— + (ds x dt) =— da 


而 由 (2. 5. 30) zk 
N =— €. w = €» da =— w » € = da » € 


代 回 前 式 ,并 利用 (4. 4. 7a) 式 , 则 
par $= 04 Jos acer ve = tas xe) = faa: (VX 9) 


上 述 等 式 两 边 对 所 有 微 单元 求 和 ， 就 证 明了 (4. 5.11) 式 ， 同 理 可 证 (4. 5.12), 
在 直线 坐标 系 中 ,(4. 5. 11) 式 可 以 表达 为 分 量 形 式 。 若 p 是 三 阶 张 量 
P= Piagigig', df = dfg: = dfig’ 


@ 见习 题 4. 18 


E a et aoa 
则 


J da,” V pt, = j df pi, CE 


fo ne day $e! df* (4. 5. 12a) 
例 4.4 利用 散 度 的 物理 意义 建立 流体 力学 中 的 连续 性 方程 设 流体 的 密度 为 p, 速 
度 为 v ,图 4. 5 所 示 曲 面 微 元 体 所 包围 的 流体 微 团 应 满足 质量 守恒 定律 。 单 位 时 间 流 出 
该 微 元 体 的 流体 质量 为 div(pv )dzidzzdzs ,流体 质量 的 变化 率 为 Ldr'dz’ dz ,根据 质 
量 守 恒定 律 : 
srdivipv) =0 
运用 积分 定理 可 以 推导 连续 介质 力学 中 的 许多 张 量 方程 。 例 如 ， ee Green 公式 
推导 运动 方程 (并 矢 形式 ) 。 
例 4.5 变形 体 中 某 点 法 线 为 严 的 截面 上 的 应 力 矢量 p 与 该 点 的 应 力 张 量 o 之 间 的 
关系 满足 Cauchy AR: 
p(n) =oen 
在 所 研究 的 物体 内 任 取 一 体积 域 v, 其 表面 为 a, 作 用 于 单位 质量 的 体积 力 为 f, 加 速 
度 为 w, 密 度 为 p, 则 运动 方程 为 (注意 到 nda=da) 


fe 。 dat | ofdv S J owao 


应 用 (4. 5.8) 式 ,将 | da AHI [doo + ,考虑 到 v 为 任 取 , 得 到 运动 方程 为 


o-V+oef = ew 
上 式 的 分 量 形式 为 
Oil; + of = pw; 
例 4.6 流体 运动 的 旋 度 w = LV Xp 构成 一 个 矢 


量 场 ( 为 速度 矢量 场 ) , 旋 度 的 切线 方向 构成 的 轨迹 称 
为 涡 线 ,一 东 涡 线 构 成 涡 管 。 如 图 4. 11 所 示 。 
求证 沿 同一 涡 管 的 每 个 截面 的 涡 通 量 保持 不 变 。 图 4.11 涡 管 中 涡 通 量 保持 不 变 
证 明 : 由 Green 公式 ,有 


È da + w =— [| da » w + || da -w + [| da -w = | av- v = 0 
: A ar 2, v 
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因为 Joe w 一 0， pital da v= Jee: ew 


在 证 明 上 式 时 ， 用 到 了 在 Euclidean 2 2s any 。 w =V °-(V Xv)=0 

例 4.7 求证 对 于 保守 力 矢 量 场 ,必定 存在 势 函 数 9, 使 F=Vo. 

证 明 :按照 保守 力 场 的 定义 ,质点 在 下 力作 用 下 运动 时 ， B 
力 所 做 的 功 只 与 质点 的 起 点 A 与 终点 B 位 置 有 关 , 与 质点 运 
动 的 路 径 无 关 。 如 图 4. 12 示 , 沿 过 A,B 点 的 任意 闭合 回路 / 
LY AE 


A 
pals F=0 图 4.12 质点 在 保守 力 


由 Stokes 公式 ,在 这 个 力 场 中 ,有 | 场 中 运动 
Jaa- (VX F) = par. F=0 


由 于 路 径 ! 是 任 取 的 ， 所 以 在 这 个 力 场 中 ， 处 处 有 

Vx F=0 
MU, AGF RAHN. 

进一步 可 证 明 ,对 于 无 旋 场 F, 必定 存在 势 函 数 p, 使 二 Vp。 证 明 如 下 :利用 
(4. 4. 7a) 式 与 (4. 3.7) 式 , 则 - 
VX F = VY iF jg, = Ë 0,F)g, = 0 
&aF;=0, k=1,2,3 
即 对 应 有 
aF,—a,F, =0, dF —0,F; =0, 0,F; —d;F, = 0 

这 是 Fide! 存在 全 微分 的 条 件 。 在 单 连通 域内 ,存在 单 值 的 p, 使 


dp = Fidz = SE dre’, HaT., 


ax 


; 9 
F 一 Fig’ = oe = Vo 


4.6 Riemann-Christoffel 张 量 (曲率 张 量 ) 


4.6.1 Euclidean 空间 与 Riemann 空间 

Euclidean 空间 是 指 Euclidean 几何 学 能 够 成 立 的 空间 。Euclidean 几何 学 是 建立 在 
一 些 公理 的 基础 上 的 ,这 些 公理 如 :两 点 之 间 只 能 连 一 根 直线 ;由 平行 公理 导出 的 三 角形 
三 内 角 之 和 等 于 180" 等 等 。 例 如 ,平面 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 如 果 将 平面 进行 弯曲 ， 


L FAF RE gg 


弯曲 过 程 中 仍 保持 平面 上 的 线段 长 度 不 变 , 于 是 ,平面 变换 成 了 可 展 曲 面 ,如 圆柱 面 、 圆 锥 
面 ;这 种 变换 称 为 等 距 变 换 。 等 距 变 换 后 的 二 维 空间 仍旧 保持 了 平面 的 内 在 性 质 ， 
Euclidean 几何 学 仍 能 适用 ,这 类 空间 称 为 Euclidean 空间 。 与 平面 不 同 , 像 球 面 这 样 的 二 
维 空间 中 Euclidean 几何 学 不 能 适用 ,平面 也 无 法 通过 等 距 变 换 变 为 球面 ;所 以 ,球面 不 
是 二 维 的 Euclidean 空间 。 

一 维 的 Euclidean 空间 忆 是 一 根 实数 直线 ,n 个 互相 正 交 的 一 维 Euclidean 空间 构成 
n 维 Euclidean 空间 E ”, HVA n 维 Euclidean 空间 的 每 个 点 可 以 与 n 个 独立 的 有 序 的 实 
变数 c G = 二 1,2,…,n) 建 立 一 一 对 应 的 关系 ( 称 为 坐标 )。 对 于 Euclidean 空间 ,必定 存在 
一 个 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ,所 以 Euclidean 空间 也 称 为 笛 卡 儿 空 间 (Cartesian 
space) ,其 他 的 坐标 系 与 此 笛 卡 儿 坐 标 系 满足 一 一 对 应 的 坐标 转换 关系 。 在 Euclidean 空 
间 中 可 以 定义 两 个 矢量 的 点 积 : 


urv=u'v; = gyu'vi 
两 点 之 间 的 距离 用 连接 两 点 的 矢量 uw 的 模 定义 : 
|u|? = wu; = uv; = gyu'vi 


两 点 之 间 的 距离 与 坐标 系 的 选择 无 关 ,w 是 标量 。g; 称 为 度量 张 量 的 协 变 分 量 ,gy 对 应 
的 二 阶 张 量 实体 G= g;g'g’ 是 常 张 量 , 但 一 般 gj; 是 随 点 变化 的 。 只 有 在 全 空间 采用 直线 
坐标 系 时 ,在 空间 每 个 点 处 gj 一 const。 

第 二 类 Christoffel 符号 r4 4 27 个 ,但 因 对 i,; 对 称 , 独 立 的 只 有 18 个 ,由 (4.1. 18) 
式 , 它 们 可 以 由 度量 张 量 及 其 对 坐标 的 导数 求 得 : 


el + (See “8: _ 28s) 
Py = Sat (Ses + See — (4. 4. 18) 


i . EHR BA P40, RAR ARG AM ES TS A ge =const, 
则 根据 (4. 4. 18) 式 ,1 三 0。 可 以 证 明 , 这 两 个 条 件 互 为 必要 充分 条 件 , 即 若 已 知 TI =0, 
由 于 在 任何 空间 V if jk 三 0, 故 根据 (4. 3. 26a) 式 ,gx,; 三 0, 则 Sy =const, FJL RE 
直线 坐标 系 的 一 个 特例 ,此 时 gj =r. XF Euclidean 空间 ,存在 着 适用 于 全 空间 的 笛 
卡 儿 坐标 系 HE gn =const, BI T4 =0, 

KA n 4 Euclidean 空间 中 取出 一 个 子 空间 ,例如 从 三 维 Euclidean 空间 中 取出 一 
维 曲面 。 在 除 柱 面 、 锥 面 外 的 一 般 曲面 上 ,Euclidean 几何 学 一 般 不 能 适用 ,例如 球面 上 三 
角形 三 内 角 之 和 大 于 180°; 在 地 球 表面 ,南北 极 之 间 可 通过 无 数 的 大 圆 ,等 等 。 工 程 实际 
中 ,有 许多 非 Euclidean 空间 的 问题 需要 研究 ,例如 菏 壳 结构 分 析 , 进行 复杂 曲面 的 机 械 
加 工时 加 工 方法 的 设计 等 。 

Riemann 仿照 Euclidean 几何 的 方式 在 曲面 上 建立 了 Riemann 几何 学 。 将 曲面 看 成 
是 三 维 Euclidean 空间 的 子 空 间 , 曲面 上 的 点 可 以 用 三 维 Euclidean 空间 中 的 坐标 
(x! 2’ zs) 的 参数 方程 表达 为 


ep heater he aie see ans 


zt = 2/(€',€7) i = 1,2,3 
E°(a=1,2) 的 选择 应 使 z'(i = 1,2,3) 为 &"(a= 二 1,2) 的 单 值 函数 。 曲 面 上 每 个 点 可 以 用 
参数 E*(a=1,2) RM, (El, ERRA Gauss 坐标 。 
如 图 4.13 示 曲 面 上 一 点 PE eA PE Om LR PP 的 任意 曲线 的 切线 
都 在 切 平面 内 。 从 点 PC(S§1,&?) 出 发 , 沿 曲面 有 无 限 小 位 移 至 Q 点 时 ,Gauss 坐标 变 为 
(E +d, E +d’), PQ 之 间 的 线 元 为 ds, 它 与 它 在 切 平面 也 上 的 投影 矢量 dp 之 间 的 
差别 只 是 一 个 高 阶 无 穷 小 量 。 曲 面 上 相 邻 两 点 PE, E5 QE HdE, E? +d) Zi] 
的 距离 可 以 用 其 切 平面 上 相应 的 微小 矢量 dp 定义 : 
ds’ 一 |do.dpo| (4.6.1) 


SSS L 
O(S'+d51,6°+de?) 


PELE) 


图 4.13 二 维 Riemann 空间 


如 果 度 量 曲面 上 相 邻 两 点 之 间 的 距离 时 , 勾 股 定理 仍 能 成 立 , 即 
ds? = agdédé? (4, 6. 2) 

AF d 是 与 坐标 无 关 的 标量 ,ae 是 一 个 正定 的 二 次 型 , 称 为 曲面 的 第 一 基本 型 系数 。 对 
于 这 种 距离 的 平方 dy 由 一 个 正定 二 次 型 决定 的 空间 ,定义 为 Riemann 空间 。Euclidean 
空间 本 身 也 是 一 种 特殊 的 Riemann 空间 。 

可 将 上 述 关 于 二 维 Riemann 空间 的 定义 推广 到 高 维 ,对 于 一 个 m 维 的 Riemann 空 
间 ,必定 有 一 个 n= mm+1) 维 的 Euclidean 空间 包容 它 , 使 m 维 的 Riemann 空间 是 
RA n 4 Euclidean 空间 的 一 个 子 空 间 。 例 如 三 维 Riemann 空间 是 六 维 Euclidean 空间 
的 子 空间 。 l 

在 Riemann 空间 中 ,一 般 来 说 找 不 到 一 个 适用 于 全 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ( 即 其 度量 
KE gr 不 一 定 能 通过 一 种 线性 变换 变 为 gw 硅 const, 除 非 该 Riemann 空间 是 Euclidean 
空间 ), 即 找 不 到 一 个 坐标 系 使 克 二 0。 平 面 是 二 维 的 Euclidean 空间 ,任意 二 维 的 可 展 曲 
面 ( 锥 面 、 柱 面 等 ) 都 是 二 维 的 Euclidean 空间 ;而 球面 则 是 二 维 的 Riemann 空间 。 
4.6.2 Euclidean 空间 应 满足 的 条 件 


Euclidean 空间 与 Riemann 空间 都 存在 着 度量 张 量 ,它们 的 区 别 是 Riemann- 
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Christoffel 张 量 是 否 为 零 。 下 面 将 对 此 给 予 证 明 。 

给 定 一 组 曲线 坐标 系 , 从 而 得 到 它 的 度量 张 量 gj 及 全 部 ( 共 18 Mri, HEA 
件 下 可 以 找到 一 组 新 坐标 系 y ,使 在 全 部 空间 满足 rT 三 0。 显 然 此 条 件 就 是 保证 该 
Riemann 空间 为 Euclidean 空间 的 条 件 。 根 据 (4. 1. 23) 式 给 出 的 Christoffel 符号 的 坐标 
转换 关系 


Thy = + ae! Ts, (SF + ae DEA 
Jy dy? 3r? ay 3y ax” 3y ay? 3 3y” ax? 
(4. 1. 23) 
寻找 
y =) 或 = y") (4, 6. 3) 
使 满足 
sit ， 
F = F Fe, j£ = (4.6.4) 


上 式 中 p,r,g 是 哑 指 标 , ,i ,7 是 自由 指标 ,共有 27K, 由 于 上 式 对 于 i,j 对 称 , 故 其 中 
实际 上 是 18 个 微分 方程 ,而 寻求 的 函数 关系 式 (4. 6. 3) 却 只 有 三 个 。 一 般 说 来 方程 
(4. 6. 4) 是 不 可 积 的 ,方程 (4. 6. 4) 的 可 积 性 条 件 就 是 空间 是 否 为 Euclidean 空间 的 条 件 ， 
下 面 寻 求 此 条 件 。 如 在 (4. 6.4) 式 中 国定 i, 考察 /二 1,2,3 三 个 方程 , 令 
p_ Gx? | dg dx wp 
Iy dy? ay ay? 
则 (4. 6. 4) 式 可 以 看 作 是 X 的 一 组 ( 共 三 个 ) 齐 次 线性 代数 方程 组 


a yeo W = 12,3) 


ax? 
新 老 坐标 系 一 一 对 应 , 故 应 满足 行列 式 
det(25) x 0 
则 
i oa a a (4. 6.5) 


Iy ay’ 9y ay" 
上 式 中 TEBI zz*(y) 的 函数 , 故 表示 了 一 组 18 个 x? 对 于 y’ 的 非 线 性 微分 方程 组 。 
这 组 方程 的 可 积 性 条 件 是 zz 对 y 混合 偏 导数 与 求 导 次 序 无 关 , 此 时 这 18 个 方程 彼此 是 
协调 的 。 由 (4. 6. 5) 式 


9 ax CEH ax! $ a 3? x? Ox" dx! 
ay jr (575, ay) ay" ay? a) ay’ ree tay 3y" a) 
因此 可 积 性 条 件 可 以 写作 


9 (IL IL np © 3 fax’ axt s l 
一 一 -I = lir arr 4.6. 
ay" oe rae dy? ez rT) ( 6) 
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OO 
由 (4. 6. 5) 式 
or anne _ ax! ox 3? x! IL IL y 
ayay ay ay e ayay ~~ ay? ay” ey 
(4. 6. 6) 式 左 端 展开 后 ， 将 (4. 6.7) 式 代 人 ,得 到 
9 57 ($5 SF CEH 了 
day: \dy? ay 
CEH LES IL jp od ox! ort, gz 
3y ay ay” Ty +57 ay ay tt Bar ay ax aye 
9x" ax! Ir ary, ax IxT pb 3? xt Iz" pp 
© Ay? 9y Ay” ar ayay ay "ayay aye" 


Ir ax! Ir arh ae 
© ay 9y ay dee "I re rs) 
同 理 , (4. 6. 6) 式 右 端 可 由 上 式 通过 互 换 ;与 8 指标 而 得 。 若 同时 将 哑 指 标 g 与 * 互 换 
后 ,得 
9 [IL dx? _ am gr’ Ox (IE tag whe Pa 
ay (axl af) = af ay ay (age ~ PoE! DATA) 


将 上 两 式 代 人 (4. 6. 6) 式 , 移 项 ,得 


Ox” Ax? ax are, _ aT t Tp __ Tt pe 
aye oof ay (a az 二 5 : (4. 6. 8) 
Ci’ ,j,k pb = 1,2,3) 


采用 由 (4. 6. 4) 式 证 明 (4. 6. 5) 式 的 同样 方法 ( 运 


(4. 6. 4) 式 可 积分 的 条 件 是 


用 三 次 ), 可 以 由 (4. 6. 8) 式 求证 得 


b 
Ta? E nrk — rri = 0 (p,qg,r,s = 1,2,3) (4.6.9) 
定义 
are ore 
Poa rq t Pa Te pe 
Ra = Go ga Th err (4. 6. 10) 


称 为 Riemann-Christoffel 张 量 (曲率 张 量 ) , 故 R*,, =O 是 Euclidean 空间 任 一 曲线 坐标 


系 都 应 满足 的 条 件 。 对 于 二 维 曲面 , (4. 


6.9) 式 是 检验 该 曲面 是 否 为 可 展 曲 面 的 条 件 。 对 


于 一 个 变形 的 固体 ,在 变形 前 属于 Euclidean 空间 ,满足 (4. 6. 9) 式 ， 变形 后 仍 应 满足 此 


式 ,(4. 6. 9) 式 是 固体 变形 的 协调 条 件 。 
4.6.3 证 明 Re 是 张 量 分 量 


在 (4. 6. 10) kK PBZ BE mm 是 张 量 分 量 ,以 下 将 利用 商法 则 证 明 R* ng 


是 一 个 四 阶 张 量 的 分 量 。 
设 a 是 任意 矢量 函数 
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a = a'g; (4.6.11) 
4 的 梯度 为 了 ,是 一 个 二 阶 张 量 
T = aV = ag'g’ = Tg'g’ (4. 6. 12a) 
a, eke THOR 
are (4. 6. 12b) 


设 S EKET 的 梯度 ,是 一 个 三 阶 张 量 
S=TV = (aN ) V = Ty ugigig® = Can) gzigig' 


(4. 6. 13) 
=a pg gig" = Sigigig' 
若 改 变 求 协 变 导 数 的 先后 次 序 ， 定义 
Saj = Qij = (Qin), (4. 6. 14a) 
ST = Saj2'g'2" . (4. 6. 14b) 
则 一 般 来 说 
S#S Sp # Sw 
Siz = (aij), = (aij) 4 — anjn — ir Te 
= (a;,; — aT). Cani —a. TM — (ai, —a TES 
: a 
Sg ae AM, al he co a Te a, (4 — r 一 Trg) 
将 上 式 中 的 指标 j,k 互 换 , 即 
9 
Su 一 ou 一 an 一 am 一 am 一 ao 人 T T; Ta — TET ) 
将 以 上 两 式 相 减 , 则 . 
aT; aTi S r r 5 
(Si — Saj) 8 gig’ =a, ( aa -Jz + TT — Ts Tw Je gig’ 
3r, a the oe. 
=(a.g*) + (4-3 = ar + Ts Ts — TiTe )aig'g’g’ 
故 
S—S'=a-R (4, 6. 15) 
其 中 
R =R! gig gig" (4. 6. 16a) 
am, aly z k 
Rij =r S rr 一 了 DA (4. 6. 16b) 


(4.6. 15) 式 中 ,S 一 $ 是 三 阶 张 量 ,a 是 任意 矢量 ,根据 商法 则 ,R 是 四 阶 张 量 。 
由 (4. 6. 15) 式 可 知 ,在 Euclidean 25 [a] ,R=0,S=S" , Will 
Qik 5 Qiskj 


改变 求 矢量 的 协 变 导 数 顺 序 后 ,其 协 变 导数 值 不 变 。 而 在 Riemann 空间 则 一 般 不 能 任意 


ee 人 


改变 求 协 变 导数 的 顺序 。 由 (4. 6. 15) 式 可 知 , 对 于 Riemann 空间 中 的 矢量 a 的 分 量 , 其 
二 阶 协 变 导数 满足 
- Qik — Aiki = aR‘ in (4.6.17) 


4.6.4 Riemann-Christoffel 张 量 的 性 质 


Riemann-Christoffel 张 量 是 一 个 四 阶 张 量 , 应 有 81 个 (三 维 空间 ) 或 16 个 (二 维 空 
间 ) 分 量 , 分 析 表 明 ,由 于 它 具 有 以 下 性 质 ,这 些 分 量 并 不 是 完全 独立 的 。 
若 将 Ri 的 第 一 指标 下 降 
Riu = ER 
将 (4. 6. 16b) SALA ER, 1 Riju 的 表达 式 如 下 : 


Rie gs (3 oe +T al — ATY ) (4. 6. 18) 
考虑 到 (利用 (4. 1. 14a) sR) 
Bi a = Fr (ge TY) — DhE r = ia — T} (a,r + Ti) 
ge te = Bat TR ar + Pa) 
代入 (4. 6. 18) 式 ,得 到 
Rju = ree a Tas + Ti Ta, — DY Ta, (4. 6. 19) 


上 式 中 前 二 项 可 以 利用 (4. 1. 15) 式 用 度量 张 量 的 二 阶 导 数 表 示 
Ryu = + (ge + Sie — Sa, jl — Zin) +H g” CT Ti,s = Pe, Dis) (4.6.20) 


上 式 表明 ,Riemann-Christoffel 张 量 R 可 以 通过 度量 张 量 及 其 导数 表示 ,这 些 分 量 不 全 是 
互相 独立 的 。 张 量 R 具 有 以 下 性 质 。 
1. 张 量 R 的 分 量 Rw 对 于 其 前 两 个 指标 反对 称 。 
Riu =—Ra GA) Ry =0 G=j) (i,k,l = 1,2,3) (4, 6. 21) 
即 81 个 分 量 中 ,有 27 个 分 量 (i 一 j 时 ) 为 零 ,其 余 54 个 分 量 中 ,只 有 27 个 可 能 是 独立 的 
分 量 (i 关 站 ,它们 的 i,j 指标 可 能 的 组 合 只 有 三 种 , 即 (1,2),(2,3),(3,1)。 
2. Rijw 对 于 其 第 三 、 四 指标 反对 称 。 
Rju =— Ryn (AR) 
Rju = 0 (=k) (i,j,k = 1,2,3) 
即 上 述 ivy 的 27 个 可 能 的 独立 分 量 中 ,还 有 9 个 分 量 (k 二 1 二 1,2,3, 而 i,; 有 三 种 组 合 ) 
为 零 。 其 余 18 个 分 量 中 ,只 有 9 个 是 可 能 的 独立 分 量 (k 关 1) k,l 指标 可 能 的 组 合 也 只 有 
三 种 。 


(4, 6. 22) 


E eet inh A 


由 以 上 两 个 性 质 以 及 置换 张 量 的 性 质 ,可 以 构造 二 阶 张 量 


了 ee Ru (m = 1,2,3;n = 1,2,3) (4. 6. 23) 
以 表示 Ra 的 独立 分 量 。 
3. Rw 的 第 一 、 二 指标 与 三 、 四 指标 可 以 对 换 , 其 值 不 变 。 
Rju = Rui (4.6.24) 


即 上 述 9 ij RAL 的 分 量 中 ,真正 独立 的 分 量 只 有 6 RED La BSCE m,n 的 对 
称 二 阶 张 量 。 
4. 由 以 上 三 个 性 质 ,对 i,j ,k,l 的 所 有 可 能 关系 进行 考察 ,可 得 


Ria + Raw Ra = 0 (4. 6. 25a) 
利用 (4.6. 22) 与 (4. 6. 24) 式 ,上 式 还 可 以 写成 
R'is + Riu Ris; = 0 (4. 6. 25b) 


此 性 质 可 以 利用 (4. 6. 22) ~ C4. 6. 24) 式 证 明 如 下 i kd 这 四 个 指标 ,其 变化 
范围 都 是 从 1 至 3, 这 四 个 指标 中 至 少 有 一 个 是 相等 的 数 ,因此 只 需 分 别 考察 (4. 6. 25a) 
式 的 以 下 情况 ,并 利用 前 面 三 个 性 质 。 

Q) i=j Riu + Rea + Rew = Rai — Raw =0 

(2) i=k RistRi R=Rsa— Ry =0 

(3) i=l Rju + Roi + Reis = Rm + Raji =0 
上 式 中 相同 的 指标 i POR A. (4.6. 25a) 式 得 证 。 i 

根据 这 些 性 质 ,在 三 维 Riemann 空间 中 , 张 量 R W 81 个 分 量 Raw 中 只 有 6 个 独立 的 
非 零 分 量 , 即 

Riz s R2323 » Rais (此 三 个 分 量 i=k,j=1) 
Ri223 Riz »Re331 (此 三 个 分 量 1 A ksj 天 D 

二 维 空间 中 Riemann-Christoffel KB R 具有 更 直观 的 几何 含义 。 二 维 空间 中 张 量 
及 共有 16 个 分 量 ,根据 (4. 6. 21) ~(4. 6.23) 式 给 出 的 性 质 ,独立 的 非 零 分 量 只 有 Rere 

在 曲面 微分 几何 中 利用 Gauss 方程 可 以 证 明 : 


Ria = [gi gz = gr’ IK = gk (4. 6. 26) 
其 中 K 是 曲面 的 Gauss 曲率 ,是 曲面 两 个 主 曲 率 记 - 与 总 的 乘积 , 即 
1 1 _Rm 
Ree (4. 6. 27) 


曲面 的 度量 张 量 gs 决定 了 曲面 上 弧 线 的 长 度 与 夹 角 , 即 曲面 的 内 部 性 质 , 属 于 曲面 
4) AYE Cintrinsic) 几何 量 ;而 曲面 的 曲率 反映 了 曲面 的 弯曲 程度 ,是 曲面 的 外 部 几何 性 质 。 
但 (4. 6. 26) 式 及 (4. 6. 20) 式 却说 明 : 曲 面 的 两 个 主 曲率 的 乘积 一 一 Gauss 曲率 仅仅 取决 
于 曲面 的 度量 张 量 co RHE MRA HRA RLS. 


_.165, 


sa EA ae 


对 于 平面 ,显然 存在 着 适用 于 全 空间 的 直线 坐标 系 , 张 量 R 为 零 。 如 果 将 平面 弯曲 
而 不 改变 它 上 面 所 有 曲线 的 弧 长 , 则 得 到 可 展 曲面 (如 柱 面 、 锥 面 )。 可 展 曲面 的 一 些 方向 
的 法 截面 曲率 显然 不 为 零 , 但 由 于 将 平面 弯曲 为 可 展 曲面 时 ,其 度量 张 量 没有 改变 , 故 
Gauss 曲率 仍 为 零 。 对 于 Gauss 曲率 为 零 的 二 维 Euclidean 空间 ,微分 几何 学 中 称 为 平坦 
(flat) 23 [i]. M Gauss 曲率 不 为 零 的 曲面 ( 正 Gauss 曲率 曲面 或 负 Gauss 曲率 曲面 ) 则 是 
二 维 的 Riemann 空间 , 它 不 是 可 展 曲面 ,不 能 由 平面 “弯曲 而 得 到 。 

例 4.8 求 球面 的 Riemann-Christoffel 张 
量 Rizzo 

设 球面 的 Gauss 坐标 为 (9,9) ,如 图 4.14 示 。 利 用 
几何 法 可 以 求 得 其 度量 张 量 。 球 面 上 的 线 元 
ds’ = R’d® + R’sin’0dg? - 


故 By = R? s82 = R’ sin’ 0 
g? = 1/R ,g” = 1/(R’sin’™) 
Th = TY, = Ti, = E s0 图 4.14 球面 上 的 曲线 坐标 系 
T? = cotd, Th 一 一 去 sin20 


are aT hs 


nee 
36 ag ne 


tate = Me Th + Te Tn a Ti Tiz m Ti T22 + 


` 1 232 2 
Riaz == gu Riaz = R’ sin? ð 


4.6.5 关于 张 量 分 量 二 阶 协 变 导 数 的 Ricci 公式 Bianchi 恒等式 


张 量 分 量 求 二 阶 协 变 导 数 时 ,如果 交换 求 导 顺序 , 则 满足 以 下 恒等式 , 称 为 Ricci 
公式 。 
对 于 标量 场 函数 ,利用 (4. 3. 7) 式 可 证 : 
ViV 59 —V iV = Dp — Oy = 0 (4. 6. 28) 
对 于 矢量 场 函数 的 协 变 分 量 a; BEE SP ho‘, h. 6. 17) 式 ,并 利用 (4. 6. 21 
可 证 : 
ViV pa; — VeV aj = Gji — an = Ron (4. 6. 29a) 
ViVia’ — V V ai = ai — aig =— a Rim (4. 6. 29b) 
对 于 任意 阶 张 量 场 函 数 ,以 三 阶 张 量 T= Tiiigigjg* = Ti ggg Hl: 
| VV TH VV TË, = Ti — Tho 
=— TP Ring 一 TeRi + THR ling (4. 6. 30a) 
VV Ti” — V NG = The Ti” ap 
= THE Rog — T; Rig — Tif Reig (4. 6. 30b) 


RAE _ 曲线 坐标 张 量 分 析 


利用 上 述 Ricci 公式 还 可 证 明 三 维 空间 中 Riemann-Christoffel 张 量 Ryu 的 6 个 分 量 
互 不 独立 ,它们 之 间 进 一 一 步 满足 3 个 Bianchi 恒等式 : 
(eM Ra) in = 0, BP L™=0 (m=1,2,3) (4. 6. 31) 
其 证 明 过 程 如 下 。 若 将 矢量 分 量 的 一 阶 协 变 导 数 sw; 视 作 二 阶 张 量 分 量 , 则 再 求 二 阶 协 
变 导数 并 交换 求 导 次 序 ,根据 Ricci 公式 有 


l l 

Upyijk — dpyiki = aniR pie + ap Rip (a) 
l l 

Upyjki — Qpyjik = Q1,jR pei + ay Ri (b) 
l l ; 

Apbikij — Apri = QAR pij + apiR Co) 


再 从 (4. 6. 29a) 式 出 发 
ap, — ani = aR: p 


再 对 ot 求 一 次 协 变 导 数 ,利用 张 量 分 量 乘积 求 协 变 导 数 的 性 质 可 以 得 到 : 


l l 

Apik — pijit = AnRi pj + aRt pij se (d) 
l l 

Apijki 一 Qi = QR pjr + aR! pri Ce) 
l l 

Qp,kj — Apskji = Q1,jR pi + aR! wij C£) 


AAK(a+(b)+()=(I+(+C , MY 
apu (Rije + Rijs + Rog) = aC Rogie + Rois: + Ripi) 
根据 (4. 6. 25b) 式 ,上 式 左 端 为 0, 故 
Regie + Reins + Re pairs = 0 (4. 6. 32a) 
将 上 式 降 指标 ,成 为 
肛交 十 Rao 十 Roy =0 (27 一 1,2,3) (4. 6. 32b) 
利用 曲率 张 量 R 的 性 质 (4. 6. 21) 式 ,上 式 关于 指标 2, 为 反对 称 , 故 可 改写 为 
E” (Royi t+ Roget Roig) =0 (ij 一 1,2,3) (4. 6. 32c) 
根据 曲率 张 量 R 的 性 质 (4. 6. 22) 式 ,只 有 当 上 式 中 三 项 的 后 三 个 指标 互 不 相等 时 才 
有 意义 ,对 于 其 中 任意 两 个 指标 相等 的 情况 ,都 相当 于 0=0 的 恒等式 , 即 独立 的 等 式 应 当 
eiAjFk, RAS MF C4. 6. 32) 式 , (i,j,k) 只 能 有 三 种 独立 的 取 法 :(1,2,3)， 
〈2,3,1) 和 (3,1,2)( 对 于 '(4. 6. 32) 式 , (ij,&) 道 序 排列 的 效果 与 顺序 排列 是 完全 相同 
的 )。 因 此 ,(4. 6. 32c) 式 括号 中 的 三 项 又 可 进一步 用 置换 张 量 写成 一 项 , (4. 6. 32c) 式 改 
写 为 
CR pin = (Ce Rigs) ip = L™ = 0 (m,n = 1,2,3) 
上 式 即 (4. 6. 31) 式 ,在 推导 过 程 中 用 到 了 置换 张 量 分 量 的 协 变 导 数 为 零 的 性 质 。 
例 4.9 协调 方程 ”在 连续 介质 小 变形 问题 中 , 位移 矢 量 场 wu 确定 了 唯一 的 应 变 二 
阶 张 量 场 sy : 


Ej = Wi + Uji 


m 467. 
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但 任意 给 定 的 对 称 二 阶 张 量 场 一 般 不 能 对 应 一 个 连续 的 位 移 场 ,只 有 满足 协调 方程 的 二 
阶 张 量 场 6; ,才能 对 应 于 某 个 连续 的 位 移 场 。 利 用 Euclidean 空间 中 Riemann- 
Christoffel 张 量 为 零 可 以 容易 地 导出 协调 方程 。 
采用 Lagrange 描述 ,变形 前 的 连续 体 属于 Euclidean 空间 ,在 其 上 建立 笛 卡 儿 坐 
标 系 : 
g; = const, Ty =0, Rju =0 
变形 后 该 Lagrange 坐标 系 的 度量 张 量变 为 gj; ,Christoffel 符号 变 为 lM, Riemann- 
Christoffel 张 量变 为 Rjw ,有 
Bi = gy +2¢; 
由 (4. 6. 20) 式 ,变形 后 
Riu = ban + Era — Eri — gja) + (@ 3 = Pers) 
= (Ex, jk 十 Ej 一 Er ji 一 a?) + Cer xe = TP yi) 
其 中 Cy. = [Bs F Er — Bites J= Eru Eni — Ens 
对 于 小 变形 问题 , Ply. — D DO EMBO BD, AE, E S 2s E AY 
Riemann-Christoffel 张 量 
Riu = (eu + Era — San — Ena) (4. 6. 33a) 
变形 后 空间 仍 为 Euclidean 空间 , 即 变 形 不 使 连续 体 发 生 裂 妖 或 重合 。 因 此 Riemann- 
Christoffel 张 量 仍 为 零 。 故 


(Ez 十 ER — Er, — Eue) = 0 (4. 6. 33b) 
上 式 是 第 卡 儿 坐标 系 中 的 表达 式 。 在 任意 曲线 坐标 系 中 ,变形 协调 方程 应 改 为 
(Ex, + Eru — Fa. — Eve) = 0 Ci,j,k,l = 1,2,3) (4. 6. 33c) 


显然 ,上 式 也 具有 关于 27 指标 的 反对 称 性 ,关于 ,i 指标 的 反对 称 性 ,关于 ij k,l 指 
标的 对 称 性 ,可 以 写作 
C egg = 0 (myn = 1,2,3, KF m,n 对称 ) (4. 6. 34a) 
将 上 式 写 成 实体 形式 为 
(VxXe)xXV=0 (4. 6. 34b) 
其 证 明 如 下 。 
V XE = E” V Engng" = e” Engng" 
(V XE) XV = Cg nbn Cn Bn 
(4. 6. 34a) 式 的 6 式 不 独立 ,由 (4. 6. 31), (4. 6. 33a) FI C4. 6. 34a) 式 知 , 它 们 之 间 还 满 
Æ 3 个 Bianchi 恒等式 : 
L” = (Ce™ Ru),, = (een) mw =0 (m=1,2,3) (4. 6. 35) 


ne ee ee EES A 


47 张 量 方程 的 曲线 坐标 分 量 表 示 方 法 


具有 张 量 属性 的 物理 量 ,它们 所 满足 的 客观 物理 规律 是 不 因 描述 它 所 采用 的 坐标 系 
转换 而 变化 的 ,也 就 是 说 ,它们 满足 各 种 张 量 方程 。 为 解决 具体 物理 问题 的 方便 ,往往 需 
要 选择 各 种 不 同 的 坐标 系 , 但 在 不 同 坐 标 系 中 , 张 量 分 量 所 满足 的 方程 具有 不 同 的 形式 。 
如 何 由 笛 卡 儿 坐 标 系 中 相对 简单 的 张 量 分 量 方程 得 到 任意 曲线 坐标 系 中 的 张 量 分 量 方程 
WE? 这 就 需要 应 用 张 量 分 析 的 方法 。 前 一 节 例 4. 9 中 由 篇 卡 儿 坐标 系 中 的 (4. 6. 33a) 式 


转换 为 任意 曲线 坐标 系 中 的 (4. 6. 33b) 式 就 是 一 例 。 现 再 举 一 实 例 说 明 用 物理 量 在 曲线 
坐标 系 中 的 分 量 来 表示 张 量 方程 的 步骤 : 


步 又 示 例 

1. 按照 笛 卡 儿 坐 标 系列 出 方程 。 1. 运动 方程 
IOn ，0a，，90- = 
Ja T Iy + 2 tefe = PW, 
Wye | Iyy | IOye a 
or age gz Tef, = pw, 
96,, | Izy IOn EA 
aF Jz + ef. = pw. 

2. 应 用 求 和 约定 将 上 述 方程 写成 2. 

指标 形式 。 了 十 po 六 一 pw， (i=1,2,3) 
3. 上 升 和 降低 指标 ,使 哑 指 标 一 3. 


上 一 下 ,自由 指标 在 相同 位 置 。 


aa; i O 
ga 1 Of = pw 
或 


3g“ ; epee 


4. 将 笛 卡 儿 坐 标 系 改 为 曲线 坐标 4. 
AN RA: a;i i +efi=ew: 
Orgs >g” 或 
Cine ett > ci tpfi=pw' (i=1,2,3) 
偏 导数 一 协 变 导数 
OnO 或 30>V,0 


上 述 做 法 的 理由 是 张 量 方程 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 成 立 , 则 在 任意 其 它 坐标 系 中 也 成 立 。 


170 BEANO 


48 非 完 整 系 与 物理 分 量 


具有 一 定 物理 意义 的 张 量 ,在 任意 曲线 坐标 系 中 的 分 量 并 不 一 定 具有 原来 物理 量 的 
量 纲 ,因而 给 直接 的 物理 解释 带 来 不 便 。 本 章 的 任务 是 把 这 种 张 量 分 量 转换 成 便于 在 分 
析 物 理 问题 时 使 用 的 物理 分 量 , 并 给 出 它们 的 运算 规则 。 


4.8.1 非 完整 系 


在 前 述 各 章 中 张 量 都 是 对 协 变 基 矢量 或 逆 变 基 矢 量 分 解 的 。 根 据 定义 , 协 变 基 矢 量 
g: 由 矢 径 > 对 坐标 zx’ 的 偏 导数 唯一 确定 , 即 


or 
8 一 5 (4. 8. 1) 


DEERE g 则 由 对 偶 关 系 唯一 确定 , 即 
gie gi = 6 (4. 8. 2) 
按 (4. 8. 1) 式 由 坐标 确定 的 基 矢 量 称 为 自然 基 矢 量 ,它们 构成 了 完整 系 。 在 完整 系 
中 , 张 量 的 许多 运算 规则 都 可 以 看 作 是 通常 数量 运算 规则 的 某 种 推广 ,所 以 它 是 张 量 分 析 
中 最 基本 的 参考 系 。 但 在 应 用 中 , 它 也 有 不 便 之 处 。 
由 定义 (4. 8.1) 可 以 看 到 , 矢 径 r 具有 长 度量 纲 ,而 分 母 中 的 任意 曲线 坐标 xi 不 一 定 


矢量 。 如 果 把 具有 物理 意义 的 矢量 或 张 量 对 自然 基 矢 量 分 解 , 则 所 得 分 量 不 一 定 具 有 原 
物理 量 纲 。 以 圆柱 坐标 系 为 例 ,坐标 x! =r 和 zs 一 z AKERA, H |g | 一 | gs | 一 1， 
因而 gog 是 无 量 纲 单位 矢量 ;但 坐标 zx? 一 9 是 无 量 纲 的 , 且 |gs | 一 ,因而 g 具有 长 度 
量 纲 , 且 大 小 随 点 而 异 。 如 果 把 力 和 撩 量 P 对 g ,8g; ,gs 分 解 ,分 量 的 量 纲 将 等 于 原 物 理 量 
纲 除 以 相应 基 矢 量 的 量 纲 ,所 以 分 量 P, Ps: 仍 具 有 力 的 量 网 LF]; 但 分 量 PHBA 
([F/L]) CLL] 表示 长 度量 纲 ), 且 已 的 大 小 要 比 力 忆 在 g: 方 向 上 的 物理 分 量 缩小 倍 。 

显然 量 纲 不 统一 对 分 析 物 理 问 题 是 很 不 方便 的 ,为 此 引进 另 一 组 协 变 基 矢 量 go ,只 
要 求 它们 满足 如 下 两 个 条 件 : 

da) gD (i 二 1,2,3) 互 相 不 共 面 。 

(2) 与 自然 基 矢 量 g; 具有 线性 变换 关系 

Ba = Bing; (4. 8. 3) 

在 保证 (1) 的 前 提 下 ,上 式 中 的 9 个 转换 系数 bio 可 以 根据 物理 分 析 更 为 方便 的 原则 任意 
选择 。 l 

相应 地 ,由 对 偶 关 系 
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可 ee ee T 
go e g” =H (4. 8. 4) 
#45 |t—-AUERARE g’. ENRBRAMBERAWRRKAR 
g? = Big? (4. 8.5) 
和 第 1 章 (1.4.3),(1.4.6) 式 相似 ,可 以 证 明 转 换 系 数 Bis 和 6” 之 间 满 足 如 下 互 逆 关 系 
PP = 8i, BYP Bin = 6) (4, 8. 6) 


一 般 地 , 按 (4. 8. 3) 式 引进 的 基 矢 量 go 并 不 是 自然 基 矢 量 , 即 并 不 存在 能 按 (4.8.1) . 
式 唯 一 确定 go 的 新 曲线 坐标 z”。 因 为 第 1 章 1.4 节 中 曾 指 出 :新 、 老 两 组 自然 基 矢 量 
g: AI g: 之 间 的 转换 系数 应 按 如 下 两 式 来 计算 : 


i, 一 

B; Ja” (l. 4.7) 
1 aa’ 

= 55 (1.4.8) 


这 里 每 式 都 包含 9 个 方程 。 当 老 坐 标 xz’ 选 定 后 ,转换 系数 Bi 或 Bi 就 不 能 再 任意 选择 , 否 
则 仅 靠 调整 三 个 新 坐标 zx’ 使 同时 满足 9 个 独立 方程 是 不 可 能 的 。 假设 过 是 对 应 于 自然 
基 矢 量 8;( 见 (4. 8.1) 式 ) 的 坐标 ,由 方程 (1.4.8) 求 解 xz’ 的 可 积 条 件 是 
a o 

如 果 不 满 足 这 个 条 件 ,新 坐标 x RRE., BEREA. 8. 3) 式 或 (4. 8. 5) 式 中 的 转换 系 
数 Bin R 6 多 是 以 方便 为 原则 任意 选取 的 ,并 不 一 定 满 足 可 积 条 件 , 所 以 一 般 说 并 不 存在 
能 导出 go 的 新 曲线 坐标 z ,这 种 只 有 基 矢 量 而 不 存在 相应 曲线 坐标 的 参考 系 称 为 非 完 
整 系 。 基 矢量 go 和 89? 分 别称 为 非 完整 系 的 协 变 基 矢量 和 逆 变 基 矢 量 。 为 了 区 别 于 完 
整 系 , 相 应 于 非 完 整 系 的 指标 一 律 加 圆 括号 。 

与 第 1 章 相似 ,存在 如 下 一 系列 关系 式 。 

完整 系 基 矢量 用 非 完 整 系 基 矢量 表示 的 转换 关系 为 


)= Bi, (4, 8.7) 


g’ = Bog 
(4, 8. 8) 
& = BE ge 
非 完 整 系 度量 张 量 协 、. 道 变 分 量 的 定义 为 
Sow = go Bo» BP? =g? eg? (4.8.9) 
相应 度量 张 量 协 变 分 量 的 行列 式 为 l 
Som Eo EDD 
Zo = | gow gow gww |= [8o go go] (4.8.10) 
Eao 832 83) 


利用 度量 张 量 可 对 基 矢 量 进行 指标 升降 , 即 
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Ci) __ (i) Cj) 
Eng Eo 


: (4. 8.11) 
Ew = Lows” 
非 完整 系 与 完整 系 度量 张 量 分 量 的 转换 关系 为 
Saw = Bts BG Bu 
29 = ROBO gi (4. 8. 12) 
度量 张 量 的 并 矢 形式 仍 保持 对 于 坐标 的 不 变性 , 即 
Se pigist=. Sig ry 
G = 848 Ed 8 8:8; Saws g (4. 8. 13) 


= 2° go go 
利用 转换 关系 (4. 8. 3) 式 , (4. 8. 5) 式 和 (4. 8. 8) 式 以 及 基 矢 量 的 指标 升降 关系 
(4. 8. 11) 式 可 以 得 到 矢量 w 的 分 解 式 为 


v= vg; = 1g) = 0? go = vog? (4, 8. 14) 
v 的 分 量 的 指标 升降 关系 为 
— G 
e (4.8.15) 
v =g Uj) 
完整 系 与 非 完整 系 中 分 量 的 转换 关系 为 
v? 一 pv 
S (4. 8. 16) 
v = By v? 
Vi = BP v5) 
张 量 了 的 并 矢 表达 式 为 
ES E E (4.8.17) 
=T? cow Bo 8 BOB? = 
完整 系 与 非 完整 系 中 分 量 的 转换 关系 为 
TO? ow = BBS? Bio Bw Tiu 
Tiu = Pobi BOB PTO? ow (4.8.18) 


应 该 指出 , 矢 径 的 微分 dr 是 一 个 矢量 。 按 (4. 8. 14) 式 , 它 的 并 矢 式 为 
dr = da*g, = dx gw (4, 8.19) 
但 这 时 并 不 存在 坐标 © ,所 以 dz 并 不 表示 坐标 ce 的 微分 。 它 只 是 由 如 下 转换 关系 
定义 的 完整 系 坐标 微分 dx* 的 一 种 线性 组 合 。 
dz? = p? dz 


dat = fin dz® 


(4. 8. 20) 
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48.2 物理 分 量 
4.8.2.1 非 完整 系 基 矢量 的 选择 
设 已 知 一 组 任意 曲线 坐标 z' 导出 的 自然 基 矢 量 8 一 了 5。 一 般 说 ,它们 并 不 是 无 量 


纲 的 单位 矢量 ,也 不 一 定 相互 正 交 。 为 了 便于 对 物理 问题 进行 分 析 ,通常 引进 另 一 组 非 完 
整 系 协 变 基 矢 量 go ,它们 是 和 自然 基 矢 量 g; 同方 向 的 无 量 纲 单位 矢量 。 即 令 


Bi j g 
go = Rh = fhg (对 i 不 求 和 ) (4. 8.21) 
ie. 
Bi i RA (4. 8. 22) 
OV) fen j=i = 


其 中 Vg 一 Vg “及 是 自然 基 矢 量 8, 的 模 。 今 后 ,在 两 个 相同 指标 下 加 一 横 表 示 不 必 按 
求 和 约定 取 和 。 例 如 , gi 表示 度量 张 量 的 第 i 个 协 变 对 角 分 量 ,而 不 是 三 个 对 角 分 量 
之 和 。 

与 go 对偶 的 逆 变 基 矢 量 g” 可 由 对 偶 关 系 


go eg? =Ù (4. 8. 23) 
得 到 。 由 (4. 8. 22) 和 (4. 8. 23) RA 
g? = Vgug’' Sees’ (对 i 不 取 和 ) (4. 8. 24) 
| (4. 8. 25) 
alte. MGs 


对 于 任意 曲线 坐标 系 , 一 般 说 按 上 述 方法 选择 的 非 完整 系 的 协 变 基 矢 量 go 是 一 组 
互 不 正 交 的 无 量 纲 单位 矢量 。 逆 变 基 矢量 g 也 是 无 量 纲 的 ,但 既 不 正 交 也 不 是 单位 矢 
量 。 如 图 4. 15 Rm, Re? 与 go MHA a, M H 
SGD“。 g? 一 1， | go | 一 1, 得 
1 
cosa; 


48.2.2 ”矢量 的 物理 分 量 


任意 矢量 vw 在 完整 系 中 的 分 解 式 为 图 4.15 非 完整 系 中 逆 变 基 矢 量 与 
v= vig; = vigi (4. 8. 27) 协 变 基 矢量 的 关系 
其 中 分 量 v 或 v; 一 般 不 具有 该 物理 量 原来 的 量 纲 。 
但 如 果 该 矢量 对 上 述 非 完整 系 分 解 
v= 0° ga = vog? (4, 8. 28) 
WHF gM g2 RELEASE v 和 vs 均 具有 矢量 v 原来 的 物理 量 纲 。 如 果 按 物 


(4. 8. 26) 


je? |= 


4- 
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理学 中 的 平行 四 边 形 法 则 ， EAE WEE REI ge! gO Fi AE MW go Fr AD 
量 的 大 小 就 等 于 逆 变 分 量 o. M gO HMDRNAKDIERSE DBE wa ,因为 OR 
是 单位 矢量 。 故 通常 把 非 完 整 系 逆 变 分 量 v 选 作 矢 量 w 的 物理 分 量 。 将 (4. 8. 25) 式 代 
AG. 8. 16) 式 ,得 到 物理 分 量 O 和 完整 系 分 量 间 的 转换 关系 


= Vgiv’ = y gue; 
; 1 o (对 i ABAD (4. 8. 29) 
v= v . 
V Bii 
4.8.23 二 阶 张 量 的 物理 分 量 
二 阶 张 量 了 在 完整 系 中 可 以 分 解 为 
T = T"g.g, = Tug'g' = Tig.g' = Ti'g'g, (4, 8. 30) 


一 般 说 来 上 述 完整 系 分 量 并 不 具有 原 物理 量 纲 。 如 果 把 同一 个 张 量 实体 对 非 完 整 系 分 解 


T= TO go go = Towg g = T! wo BoE” = Th? gga (4. 8. 31) 
则 上 述 四 种 非 完整 系 道 变 、 协 变 和 混合 分 量 都 具有 原来 的 物理 量 纲 。 选 哪 种 分 量 作为 物 
理 分 量 应 根据 具体 物理 问题 来 定 。 
以 应 力 张 量 o 为 例 。 由 例 1. 5 知 , 在 变形 体内 任意 点 处 ,作用 在 外 法 线 矢量 为 n HB 
截面 上 的 应 力 矢量 与 应 力 张 量 c 之 间 满 足 张 量 方程 


p=6-n (4. 8. 32) 
前 面 已 选 定 矢量 的 物理 分 量 为 其 逆 变 分 量 , 即 
P = pP gw (4. 8. 33a) 
n = n? go (4. 8. 33b) 
如 果 相 应 地 把 张 量 c 分 解 成 
0 = 6% gog (4, 8. 33c) 


并 代入 (4. 8. 32) 式 
DO gw = FH gE enO go = IN NO OB gy) = Pyn? Bey 
则 得 如 下 物理 分 量 间 的 关系 
p® = 6% 7 (4. 8. 34) 
它 与 完整 系 中 的 关系 式 
p =a n' (4. 8. 35) 
完全 相似 。 所 以 当 二 阶 张 量 与 右边 某 矢量 相 点 积 时 ,选取 混合 分 量 T? o FARSE 
是 比较 合理 的 。 
将 (4. 8. 22), (4. 8. 25) 式 代 人 (4. 8. 18) 式 ,得 物理 分 量 与 完整 系 分 量 之 间 的 转换 关 


系 为 
To， 一 TA (4. 8. 36a) 
Su 


人 


Xt k,l RAM 
ThS [SET o (4. 8. 36b) 
kh 
对 上 式 求 迹 ( 缩 并 ) ,可 得 
T?» = Th = <r (4. 8. 37) 


即 在 完整 系 和 非 完整 系 的 相互 转换 过 程 中 ,二 阶 张 量 的 第 一 不 变量 保持 不 变 。 
C. Truesdell 曾 建议 把 二 阶 张 量 物理 分 量 一 律 选 为 混合 分 量 Ts。 但 实际 上 ,针对 
不 同 的 物理 问题 选择 不 同 的 物理 分 量 比较 合适 。 例 如 , 若 二 阶 张 量 了 与 左边 的 某 矢量 普 
相 点 积 
PPRT (4. 8. 38) 
相应 的 分 量 式 为 
p? = nO TE? (4. 8. 39) 
这 时 选 T6b? 物理 分 量 更 为 方便 。 为 了 区 别 ,通常 称 To 为 右 物 理 分 量 , T° HEME 
分 量 。 左 、 右 物理 分 量 间 满 足 指标 升降 关系 : 


T o = gP. gww To? (4. 8. 40) 
再 如 , 设 变形 后 线 元 的 长 度 为 ds, 则 
ds? = C,,dz' dz’ = dr • C » dr (4. 8. 41) 
其 中 Cu 称 为 Green 变形 张 量 。 由 于 矢量 dr 的 物理 分 量 为 dz”， 

Oo dr = dx® gw (4. 8. 42) 
故 ds’ = ee dx” dx” (4. 8. 43) 

与 完整 系 的 (4. 8. 41) 式 相似 ,应 选 Co ) 为 张 量 C 的 物理 分 量 ， 即 
C= Co g” g” (4, 8. 44) 


高 阶 张 量 的 物理 分 量 也 应 根据 具体 物理 问题 来 选择 。 一 般 说 ,由 于 矢量 的 物理 分 量 
已 选 为 逆 变 分 量 ， 所 以 在 张 量 的 物理 分 量 中 ， 凡 与 矢量 点 积 ( 缩 并 ) 的 指标 都 应 选 为 下 ( 协 
变 ) 指 标 。 


49 正 交 曲线 坐标 系 中 的 物理 分 量 

在 对 许多 物理 .力学 问题 进行 研究 时 常 采用 正 交 曲线 坐标 系 ,此 时 前 面 各 节 所 述 公式 
可 以 大 为 简化 。 
491 正 交 标准 化 基 、 度 量 张 量 与 物理 分 量 


正 交 系 中 ,三 个 协 变 基 矢量 g: 互相 正 交 ,但 不 一 定 是 单位 矢量 。 由 (1. 3. 13) 式 知 , 其 
长 度 为 


M6 REI 2 
lg|=A G=1,2,3) (4.9.1) 
sth AG =1,2,3) Lamé 常数 。 
度量 张 量 的 协 变 分 量 为 
0 ij ESON 
Zj Si a Cis j = 1,2,3) (4.9.2) 
S*+MRERE g 与 相应 的 协 变 基 矢量 g; 方向 相同 。 由 对 偶 关 系 知 
i_ 8:; i 不 5 ee 
g= GRR = 1,2,3) (4.9.3) 
度量 张 量 的 逆 变 分 量 为 
2 9 TE U ia 
g SF eas TET (isj = 1,2,3) (4.9.4) 
为 了 便于 对 物理 问题 进行 分 析 , 引 入 非 完 整 正 交 系 。 非 完整 系 协 变 基 矢 量 go 成 为 
e 一 是 或 g = Ae, (i 不 求 和 ,i = 1,2,3) (4. 9.5) 
而 道 变 基 矢量 也 是 一 组 相同 的 正 交 标 准 化 基 
e 一 Ag: 或 g=% (i 不 求 和 ,i = 1,2,3) (4.9.6) 


在 非 完 整 系 的 正 交 标 准 化 基 中 , 协 变 、 逆 变 的 差别 消失 了 ,指标 不 需 再 区 分 上 下 。 基 
矢量 ee 一 (是 一 组 沿 着 正 交 坐 标 曲线 的 切线 方向 、 随 点 只 改变 方向 而 不 改变 大 小 
的 正 交 单 位 矢量 ,也 称 为 笛 卡 儿 坐 标 架 。 在 非 完整 正 交 系 中 ,度量 张 量 的 分 量 

pe (4. 9.7) 
1 i=j 

这 组 正 交 标准 化 基 也 可 以 构成 非 完整 系 中 的 各 阶 基 张 量 ,矢量 或 张 量 对 其 分 解 ,得 到 

各 阶 张 量 的 物理 分 量 。 显 然 , 此 时 也 不 需要 再 区 分 协 、 逆 变 分 量 。 如 


v= vgi=vg'=v(i)g(i) (4. 9. 8) 
T= Tig igsg'g’ = Tlijkl)e(i)el(j)elk)ell) (4.9.9) 
由 上 两 式 与 (4. 9. 5), (4. 9. 6) 式 可 知 物理 分 量 与 完整 系 中 张 量 分 量 的 关系 为 
一 we, v; = Av (i) (i 不 求 和 ,i = 1,2,3) (4. 9. 10) 
| A,A, os . Pya 
T:n = AA HD (JR NRA, ijkl = 1,2,3) (4.9.11) 


4.9.2 基 矢 量 对 坐标 的 导数 
(本 小 节 中 以 下 各 式 取消 求 和 约定 ) 
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在 完整 系 中 ,通过 Christoffel 符号 来 表示 基 矢 量 对 坐标 的 导数 。 利 用 第 一 、 二 类 
Christoffel 符号 与 度量 张 量 的 关系 (4. 1.15),(4.1.18) 式 及 正 交 曲 线 坐标 系 中 度量 张 量 
的 特点 可 以 算得 ,在 正 交 系 中 ,有 


Ty. = 0, T$ =0 CG ÆJÆk) 
_ 4 JA: ; _ 1 394， Pe ee 
Ty, = A; ax y. Ty i A; az G 区 J 或 i =g) (4. 9. 12) 
T ET E.. E 
Da, =— Å; Jz » Y= A? Jx Ci Fj) 


在 非 完 整 系 的 张 量 运算 中 ,最 常用 到 的 是 对 正 交 标准 化 基 ei) 对 坐标 的 求 导 公式 ， 
由 (4.9.5),(4.9.12) 式 可 知 : 


SS ma A Dy ale” 
= aa Gj) 于 3 人 (4.9.13) 
EET 
=- He p i Aig! + lig = Me) GAD E919 
ER 2 式 可 以 写成 
WD —— 2A (2) ape, YO = Ae HP = Poe) 
ei = Posey, nez =- inen — oe e(3), 22? = 3) 
aea = hen, ae = ase?) = - pec) 一 2 人 2) 
(4.9.15) 


对 于 常用 的 坐标 系 ,例如 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 ,可 以 无 需 记忆 上 述 公式 ,而 直接 根 
据 几何 直观 地 写 出 正 交 标 准 化 基 eD KOR FAK 
圆柱 坐标 系 中 正 交 标准 化 基 矢 量 的 求 导 公式 如 下 : 


Je, Je: er 


EE TE 


a 0 (a), 39 = (b)， 本 0 (Cc) 
ae _ ao ae _ 
二 0 d), ry 一 一 4 Ce), J= 0 £$) 
Jes _ Jes de, _ ; 
= 0 (g), aa 0 (h), San 0 G) 


其 中 (b) ,(e) 式 的 解释 分 别 见 


图 4.16(a),(b) 示 。 


a 


(2¢,/00)d0 


š e,+ (ðe,/30)d0 eg+ (8¢9/0)d0 1 
(0e,/00)d0 
ea e, 
(a) 0¢,/00=e9 (b) d¢9/80=—e, 


图 4.16 圆柱 坐标 系 中 正 交 标 准 化 基 矢 量 对 9 导数 的 几何 解释 
球 坐标 系 中 正 交 标 准 化 基 矢 量 的 求 导 公式 如 下 : 


Be as e LLERA 

Eo (a), 39 = & Cb), ao egsind Ce) 
Ae e. Bia 

ae = 0 (d) 9 26 => ée, Ce) 9 ap = e,cosd (69) 
de de de p : 
Sep Tee _ Sia a 

Fp 0 (g), 36 0 (h), F e,sin? — egcos@ (i) 


N 
rtan@ N dgcosé 


e,+(8e,/ap)do 


(b) 


图 4.17 球 坐 标 系 中 正 交 标准 化 基 矢 量 对 9 导数 的 几何 解释 


ee ia E TA 


49.3 正 交 系 中 张 量 表达 式 的 物理 分 量 形式 


各 种 张 量 表 达 式 在 正 交 系 中 的 物理 分 量 形式 可 以 用 两 种 方法 得 到 :一 种 是 先 得 到 张 
量 分 量 形式 (注意 化 简 ) ,再 利用 (4. 9. 10) 一 (4. 9. 12) 式 化 为 物理 分 量 。 另 一 种 是 从 非 完 
整 系 中 的 并 矢 式 (4. 9. 8) ,(4.9.9) 出 发 ,利用 正 交 标准 化 基 的 求 导 公式 直接 得 到 。 

1. 第 一 种 方法 

例 4.10 teal , 求 divo 与 curlo 。 利 用 (4. 4.4) 与 (4.4.9) 式 ,有 


. a Vg 
dive = T= 35 a) = D 4 (ve VEF) 
1 Ai ae 

era (“3 eG i>) (4.9.16) 
8: 82 g Ale; Are, Ases 

curlv a a, 3z a; 一 Pa 91 32 33 (4, 9. 17) 
U1 V2 V3 A, v1) A; v2) A; v<3) 

如 果 将 标量 场 函 数 的 梯度 V9 BER Eto , 则 由 (4. 9. 16) 式 还 可 得 到 
> 1 a2 4 IY 1 A\A,A; ag 
Ve Ve = zg (Vee ve) Ter reo eae A? a) 
(4. 9. 18) 


例 4.11 推导 正 交 曲线 坐标 系 中 的 动力 学 方程 。 从 完整 系 中 的 张 量 分 量 形式 出 发 ， 
在 完整 系 中 仍 采用 求 和 约定 ， 非 完 整 系 中 取消 求 和 约定 。 
oi+pofi=pw (i =1,2,3) (4.9.19) 
其 中 
0 =0), — OTF 十 GT = alee) — 203 CAF BOHR AL) 
V gaz 
= CAE 5 (S5, G) )— 5 FE oki TS 


AAA 


将 (4.9.12) 式 代入 上 式 , 再 将 上 式 代 回 (4. 9. 19) 式 ， 并 在 等 式 左右 两 边 者 将 对 8 分 解 的 
协 变 分 量 改 为 对 e 分 解 的 物理 分 量 。 得 到 


1 wa {AAA JA; 
TAA Ix da! ( A i i> > ree age 8? 


ane edi) + of i) = = pw <i) (Gi = 1,2,3) (4.9.20) 
GFi,j=1 
2. 第 二 种 方法 

例 4. 12 ”推导 正 交 曲线 坐标 系 中 小 应 变 张 量 的 物理 分 量 与 位 移 矢 量 的 物理 分 量 的 
几何 关系 。 从 实体 形式 出 发 , 则 


TETN) 


3 


3 
e=), E (157 ee; = FWV+Vu) = 5 Ie Sat see] 


i,j=1 | 2 DZ 

1 3 

7 Le pees D (idea) E ] (4.9. 21) 
1 du<j) | 1 Iuli) uj), de; uli) Je; 

-45 [(4 ax’ TA, ax! Je eR age A A; aa | 


将 (4. 9. 15) 式 代 人 上 式 , 并 且 分 别 取 elij) Gi Boao =1,2,3) 8 4) E . 78 Bl TE 36 HH 
线 坐 标 系 中 物理 分 量 表达 的 几何 关系 如 下 : 


POU a Pelee i 
e (11? 一 元 zi + AA Jr” +a ul3) 
ca aaa PPE ZA, ARA A 5 3) 
e (33) =- 元 ee stu) +a 2 442) (4.9, 22) 
3A 
1 { 1 3u<2) du(l) 1 9A! _ u(2) JA, 
e (12) =7 5 x +5 Ja A, A, Jz? AA, Ja! a 
e (23) = =tlae u(3) | 1 du(2) u(2) JA, ul3) st} 
2 1A, dz? A; 3z? A, A; 3r? AA; dx 
‘Lf 1 au(3) 1 2u(1) 1 AA; _ u(3) AAS 
sarez la a tA o AA SO AA | 


习 题 
4.1 已 知 :标量 函数 a。 


求证 _ _ Fa ga 
R i la Taa =a ar * 


4.2 从 下 = 二 gaF* 出 发 ,求证 : Faj = ga Ft 

4.3 RIE. E= gT Hg" Th) 

44 用 度量 张 量 的 分 量 表示 正 交 曲线 坐标 系 中 的 与 Ty,，。 
4.5 BA: 9 为 标量 场 函 数 ,wv 为 矢量 场 函 数 。 

求证 : V (pv )=9(Vv)+(V—)v 

4.6 BH: v ,w 均 为 矢量 场 函 数 。 

求证 : Viv ew) =(Vw) sv +(Vu) ow 

4.7 CH: "为 矢量 场 函数 ,a 为 任意 矢量 。 

求证 : (curlo ) Xa=[vV 一 Yo lea 

4.8 已 知 : u,v 为 拓 量 场 函数 。 


a ee ee 


求证 : Vue v)=uX(V Xv)+v X(V Xu)+ ue (Vv)+v « (Vu) 


4.9 BA: u,v 为 矢量 场 函 数 。 


RUE: V XUXv)=v ° (Vu)—v(V -u)+u(V + 0)— ue (Vv) 
4.10 RIE: V + (@M=T" + Vet V+ T) 

其 中 9 为 标量 场 函 数 ,T 为 二 阶 张 量 场 函数 。 

4.11 CA: 某 矢 量 场 函数 ,curlu= 二 0,divu 二 0 


RUE: u 是 调和 函数 , 即 Y。Vu 王 0。 


(提示 : 可 先 证 Y X(V XW) =V (V ow) —V ， (Vu)) 
4.12 GA: 标量 场 函数 %, 矢 量 场 函数 F=F’ e, 


其 中 e=” (k BRAD 
e dee 


kk 


R: 正 交 曲线 坐标 系 中 grad?,divF,curlF RV’?¢=V » V$=div grad$( 要 求 按 e, E 
开 的 表达 式 )。 


4.13 已 知 :圆柱 坐标 系 中 矢量 场 函数 下 可 表达 为 
F= Fe, 十 Foeo 十 Fe.(e,,@r,e: 是 r,0,z 方 向 的 单位 矢 


量 ) ;标量 场 函数 $。 


求 : Christoffel 符号 与 €,» €09, 对 坐标 的 导数 ;用 两 


种 方法 求 grad$,divF,curlF 及 Y ?$。 


4.14 已 知 : 球 坐 标 系 中 矢量 场 函 数 下 可 表达 为 F= 


Fe, 十 Foes 十 Foes(e,,er,es 是 r,0,9 方 向 的 单位 矢量 , 见 图 4 18 RERE 
图 4.18) ;标量 场 函 数 $。 


5 线 


ntk (s=const) 


图 4.19 (n,s) 坐 标 系 


OK: Christoffel 符号 与 e, ,ey,es 对 坐 
标的 导数 ;用 两 种 方法 求 grad?, divF, 
curlF RV "4, 

4.15 已 知 :二 维 空间 中 (n,s) 坐 标 系 
如 图 4. 19。 其 中 * 是 沿 某 一 物体 表面 的 曲 
线 边界 弧 长 (选择 物体 表面 某 一 确定 点 为 
起 始点 ),n 为 沿 物体 表面 外 法 线 的 长 度 
(从 物体 表面 起 算 ), 则 物体 外 部 域内 每 一 
点 的 坐标 均 可 用 nss (xz! =n, 2’ = s) JAR 
(n 之 0)。 物 体 表 面 每 点 处 的 曲率 半径 及 其 
对 ;的 各 阶 导 数 均 为 已 知 。 

R: 用 RCs) 及 其 导数 、 坐 标 ns 表示 
以 下 各 量 : 

(1) Lamè 参数 A,B, 


_181 
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(2) 用 (n,s) 坐 标 线 单位 切 向 矢量 6, ve, 表示 基 矢 量 g.，,8g?。 

(3) 用 矢量 的 物理 分 量 wa) 一 ,wu 表示 其 张 量 分 量 uu. 

(4) Christoffel 符号 r}. 

O E f ARED, u= ue, 十 ze, 为 矢量 场 , 求 Vf,V，wu,V Xu,V ?f 的 表达 
式 (V ?f=V e Vf) 

4.16 已 知 : z* 为 直角 坐标 ,zx* 为 抛物 柱 面 从 标 如 图 4. 20, 它们 之 间 满足 关系 ， 


z! = alx! — x’) 
2 = 2a Vr r 
oe 


其 中 a=%R>0 

R: 对 于 ct 坐标 系 ( 只 研究 上 半 平 面 ) 

(1) ERE REKE. 

(2) 用 矢量 的 物理 分 量 来 表示 矢量 的 张 量 分 量 。 

(3) Christoffer 符 号 T}. 

(4) 了 为 标量 场 函数 ,一 x8: 为 矢量 场 函 数 , RVS, V u, Xu,V?f 的 表达 式 。 


图 4. 20 抛物 柱 面 坐标 系 图 4.21 圆锥 面 坐标 系 


4.17 利用 Green 公式 证 明理 想 流体 动力 学 方程 : 
pw = pf —Vp 
〈 其 中 p 为 压力 场 ,o 为 密度 ,mw 为 加 速度 ,j 太 为 体力 ) 
4.18 求证 Stokes 公式 ， foxy. da se df 
4.19 BR: 圆锥 面 如 图 4.21, 用 (z,0) 表 示 圆 锥 面 坐标 系 。 
Rs R} 212 
4.20 求证 go 为 完整 系 的 必要 条 件 ( 对 于 单 连通 域 也 是 充分 条 件 ) 为 


Bi OE asia i 


D — RD 

4.21 试 利用 完整 系 与 非 完 整 系 的 转换 关系 ,由 完整 系 中 任意 正 交 曲线 坐标 的 平衡 
方程 导出 圆柱 坐标 系 (r,6,z) 中 用 物理 分 量 表示 的 平衡 方程 (应 力 的 物理 分 量 记 为 prs 
pos” do 

4.22 同上 题 , 试 导出 球 坐 标 系 (r,0， p) 中 用 物理 分 量 表示 的 平衡 方程 (应 力 的 物理 
分 量 记 为 pv ,ze，…) 。 

4.23 R E ga 设 

= Vgu, Az = Vgz, As = Vgs 

4.24 sete 情况 下 圆柱 坐标 系 中 用 物理 分 量 表示 的 应 变 与 位 移 的 几何 关 
Ro (Wu, sue u, 表示 位 移 的 物理 分 量 ,er ,… ,ew，… 表 示 应 变 的 物理 分 量 ,) 

4.25 试 导出 小 位 移 情况 下 球 坐 标 系 中 用 物理 分 量 表示 的 应 变 与 位 移 的 几何 关系 。 
(以 u, ,wo ,up 表示 位 移 的 物理 分 量 ,ev ,… ,eop，… 表 示 应 变 的 物理 分 量 .) 

4.26 从 笛 卡 儿 坐 标 系 的 Navier-Stokes 公式 出 发 , 写 出 任意 曲线 坐标 系 中 该 方程 的 
张 量 分 量 形式 。 进 一 步 写 出 圆柱 坐标 系 中 的 物理 分 量 形式 。 


Fito. Geta, Feta, a 
2 
E 
Gite te te 
| 
ety, ath yt ae 
-和 


4.27 从 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 ere eee rr’ 写 出 任意 坐标 系 中 该 方程 的 张 
量 分 量 形式 。 | 


Fu, | du, , Ou, 1 ə (f+ “uy Ste) Le = 0 
ax? gy gz '1—2vax\dax ' ay az) G 
3u, 3u, 1 9 (du, | Juy | Iu, fy 

一 一 一 一 — pr 0 
a | gy 1 二 2y PACE ay a) G 
au, Iu, Tu j 1 2 ( Iu, ss) f = 0 
ax? ay" 2 1—2va 3y az G 


第 5 章 曲面 上 的 张 量 分 析 


物理 学 和 力学 中 的 许多 张 量 是 定义 在 某 个 空间 曲面 上 的 ,例如 , 薄 壳 中 的 应 力 、 应 变 
场 , 沿 曲面 流动 的 流体 边界 层 中 质点 运动 的 速度 .加 速度 和 压力 等 。 本 章 介绍 三 维 
Euclidean 空间 中 二 维 曲 面 的 基本 知识 ,曲面 论 的 基本 定理 ,曲面 上 张 量 场 函 数 微分 学 。 


5.1 曲面 的 基本 知识 


5.1.1 曲面 的 参数 方程 与 Gauss 坐标 


曲面 是 嵌 于 三 维 Euclidean 空间 中 的 一 个 二 维 的 子 空间 。 图 5. 1 mm > LAA 
P 的 矢 径 为 op (z,y,z), 其 中 ,zy,z 是 三 维 Euclidean 
空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 。 而 曲面 是 满足 参数 方程 
65.1. 1) 式 的 三 维 空间 中 点 的 集合 ， 
a= «(€',€*) 
y= y(E ,€°) (5.1.1) 
z= z(€!,€’) 
上 式 中 参数 (6 ,8&) 称 为 曲面 的 Gauss 坐标 , 它 应 当 满 
足以 下 条 件 : 
(1) TV Z 是 (上 1,6) 的 单 值 . 连 续 、 可 微 的 函数 。 x 
(2) (€1 ,8&7) 在 二 维 实数 域 中 定义 ,应 限制 (£1,&?) 图 5.1 曲面 上 的 Gauss 坐标 
的 取 值 范围 ,使 对 应 曲面 上 的 点 对 于 (1,&?) 有 一 一 对 


2 


P. 
Bde < Orde? 
P P, El4dél 
él 


应 的 关系 。 
2z 2y Iz 
3E! 3! 3g! 
(3) Fa 的 秩 (rank) 处 处 为 2。 
ax ay dz 


3E? IE ag? 
曲面 上 每 一 个 点 的 矢 径 p 可 以 表示 为 - 
P= xi, + yi, +z; = p(&',E’) = p(t") (5. 1. 2) 
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AF iisi 为 笛 卡 儿 坐 标 系 中 的 正 交 标 准 化 基 。 曲 面 上 &? 固定 、 只 改变 &1 值 的 点 的 
集合 构成 一 族 &! 线 ,&' 固定 、 只 改变 &? 值 的 点 的 集合 构成 一 族 &? REE. 两 族 曲线 
组 成 了 曲面 上 的 坐标 线 。(5. 1. 2) 式 表示 曲面 上 每 一 个 点 都 是 一 条 ERS RE? 线 的 
交点 。 通 常 ,对 于 每 一 个 曲面 ,可 以 选择 无 数 种 曲线 坐标 ,两 族 坐 标 线 不 一 定 互相 正 交 ， 
El 5E 也 不 一 定 具 有 长 度 的 量 纲 。 当 然 , 人 们 总 应 选择 对 解决 某 个 具体 问题 最 方便 的 
坐标 系 。 


5.1.2 曲面 的 基本 矢量 
在 曲面 上 的 任 一 点 P(E€',&”) 处 ,可 以 定义 协 变 基 矢 量 
pe 二 (a = 1,2) (5. 1. 3) 


协 变 基 矢 量 p p DAWE E E 坐标 线 的 切线 方向 ,确定 了 一 个 在 .P 点 处 与 曲面 了 相 
切 的 平面 五, 如 图 5.2 示 。p 1 与 p :应 满足 
oIXpo: 天 0 

协 变 基 矢 量 总 是 与 所 讨论 的 曲面 上 的 点 相 联系 的 ,是 随 
点 变化 的 局 部 基 矢 量 。p 1 ,p :一 般 不 是 正 交 单位 矢量 。 
曲面 上 经 过 已 点 的 任 一 条 曲线 的 切线 都 在 过 该 点 的 切 
平面 内 。 

当 点 已 沿 着 曲面 上 某 一 曲线 ds 移动 至 其 邻 域内 另 
一 点 Q 时 ,作为 其 主 部 ,可 以 用 曲面 在 P 点 处 的 切 平 
HT AW RE dp 来 表示 矢 径 的 增 量 Ap ,由 (5. 1. 2)， 
(5.1.3) 式 ,有 图 5.2 曲面 的 基本 矢量 


dp = z <P dee = dé‘p, '(5.1. 4) 


故 坐标 的 微分 de* 可 以 看 作 是 矢 径 的 微分 dp 对 于 p。 分 解 的 分 量 。 当 曲面 上 的 Gauss 4% 
标 进 行 坐标 转换 时 ,由 (5. 1. 4) 式 可 知 , 协 变 基 矢量 满足 协 变 分 量 的 坐标 转换 关系 ; 


pe = NE Pa Pa nope (5. 1. 5a) 
式 中 l is 

I ad 一 96 

j = Jer gi = JET (5.1. 5b) 


FEF HT ER EOE AT FT EP 点 处 的 法 线 。 定 义 曲面 上 一 点 处 的 单位 法 


向 矢量 nh 
1X pe 
= (5.1.6 
n PETTI ) 


即 规定 n 与 p 1 pti hh FA , 且 
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mp 一 0 (5.1.7) 
曲面 的 定向 是 可 以 选择 的 ,规定 按 (5.1. 6) 式 取 曲 面 的 法 向 矢量 时 曲面 是 正 向 的 ,而 
C 六 和 5 取 曲 面 的 法 向 矢量 时 曲面 是 反 向 的 。 


两 个 线性 无 关 的 协 变 基 矢 量 o ,po :与 相应 的 法 向 矢量 n 共同 构成 了 曲面 上 每 点 的 坐 
标 架 或 基本 矢量 ,当然 ,它们 是 随 点 (坐标 £1 ,&?) 变 化 的 。 
还 可 以 定义 曲面 在 P 点 处 切 平面 内 的 另 一 组 参考 矢量 p ' ,p ? ,它们 与 协 变 基 矢 量 p 1， 
po: 之 间 满 足 对 偶 关 系 :， 
p-r p= ò} (5.1.8) 
P MABEEKE. ri th mK Gauss 坐标 系 变化 时 , 道 变 基 矢 量 应 满足 矢量 的 
wenn ee. 
p =nip’ pt =7n¥p* (5.1.9) 
一 般 说 来 , 协 变 基 矢 量 p 1 ,p :可 以 不 是 单位 矢 
量 , 并 且 不 一 定 互 相 正 交 , 如 图 5.3 示 。 记 
le1:|=A (5. 1. 10a) 
lo. |=B (5. 1. 10b) 
且 它 们 之 间 的 夹 角 为 9。 由 (5. 1. 8) 式 得 
lp'|= 1/(Asing) . (5.1.11a) 
|p’ | = 1/(Bsing) (5.1. 11b) 


5.1.3 曲面 的 第 一 基本 张 量 
曲面 上 卫 点 至 相 邻 的 Q 点 之 间 的 距离 (如 图 5. 2 示 PQ 曲线 线 元 长 度 ds) 用 该 点 处 


图 5.3 曲面 上 的 基 矢 量 


切 平面 内 相应 的 切 向 矢量 dp 定义 : 
ds* = dp* dp = ps* padé "dé? l 65.1.12) 
定义 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 aH 
Gap = Pa? Pp (5. 1.13) 
由 (5.1.8),(5.1.9) 式 可 以 定义 曲面 的 第 一 基本 形 
= ds’ = aspdé “dé? (5.1.14) 
HY (5.1. 13) 式 知 ooe 对 于 指标 ,8 为 对 称 , 即 
Aap = Apa (5.1. 15a) 


由 对 偶 关 系 (5.1.8) 式 和 (5.1. 13) RATE ag th EH DDE ER eT HE RK 
WAR: 

P= agp” (5. 1. 15b) 

由 a6g 的 定义 (5.1.13) 式 与 (5.1.5) 式 易 证 当 坐 标 转换 时 aag REM KEDRH DEE 


Dear ee ee oe 
换 关系 ,所 以 a 是 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 且 有 


âi = A? . 65. 1. 16a) 
a22 = B? (5. 1, 16b) 
Q12 一 Q21 = AB cos’ (5. 1, 16c) 


BR a 是 反映 曲线 坐标 系 基 矢量 的 长 度 与 夹 角 的 最 基本 的 几何 量 。 上 式 中 A,B 称 为 
Lamé 参数 ,它们 是 曲面 上 的 点 沿 坐 标 1,&? 线 有 每 单位 坐标 增 量 时 移动 的 弧 长 ,如 
图 5.1 示 。 

将 逆 变 基 矢 量 对 协 变 基 矢 量 分 解 ,有 


p’=a" ps (5. 1. 17a) 
ER ZEA iti aR -WEER E ,利用 对 偶 关 系 可 证 : 
a? = p°. p° (5.1. 17b) 
BA 
af =a" | (5.1. 17c) 
由 (5.1.17b) 式 和 (5. 1. 9a) 式 易 证 P fe — BY GK EAN wt AE 5} a 与 ce 之 间 满 足 : 
aaya” = & (5. 1. 18a) 
构 作 下 列 具 有 对 于 坐标 的 不 变性 的 二 阶 张 量 实体 a( 也 可 记 作 中 ,定义 为 第 一 基本 
张 量 


a = I= ayp"p*= a” papp = Ò fP P p= Ò Pa 
= asg p“ P? =a pep p = 8E p“ p p = Oy pep” (5.1.19) 
将 第 一 基本 形 系 数 的 行列 式 值 记 作 a, 则 


an a 
a = det(ag) = sat A i aaz — aran = A’ B’sin’d (5. 1. 20a) 
CQ21 Q22 

显然 
det(a®) = 1/a (5. 1. 20b) 

并 有 
a! = M2, a? =a” aH, gua“ (5. 1. 18b) 

a a a 


“是 与 曲面 的 面 元 素 相 联系 的 几何 量 。 如 图 5. 1 示 , 由 两 对 坐标 线 EE +de 与 
6 ,6 十 由 ? 所 围 成 的 曲 边 四 边 形 面 元 ,其 面积 为 
|ø d! x p,dé?| = ABsinddé'dé? = Vadé 'dé? 
今后 ,用 矢量 dA 来 表示 面 元 ,其 方向 为 面 元 的 法 线 方向 ,大 小 等 于 面 元 的 面积 , 即 
dA = pı dê' X p:dẸ? = nVadé' dé’ (5. 1. 21) 
而 由 (5. 1. 6) 式 表示 的 曲面 的 单位 法 向 矢量 为 


RO EE E e AANA E 


188. ee yaa 
PiX P: 
n= icf? (5. 1. 6a) 
le a 
且 
pi1X P2= Van (5. 1. 22) 


车 曲面 上 某 点 处 定义 有 该 点 切 平面 内 的 任意 矢量 5S, 可 以 将 该 点 处 的 基 矢 量 分 
解 为 


S = Sp = Sep’ (5. 1. 23) 
容易 证 明 ,S 的 逆 变 分 量 与 协 变 分 量 用 第 一 基本 形 系 数 升降 指标 : 
Sa = aopS?， SP = aS, (5. 1. 24) 
且 
a-S=S-a=S (5. 1. 25) 


所 以 ,第 一 基本 张 量 也 就 是 曲面 的 度量 张 量 ,或 单位 张 量 。 
5.1.4 曲面 的 第 二 基本 张 量 


为 了 解 曲面 在 P 点 处 的 弯曲 程度 ,需要 研究 曲面 上 已 点 ( 矢 径 为 ) 邻 域内 的 点 Q 
(REAP 十 Ap ) 至 PP 点 处 曲面 的 切 平面 的 有 向 距 
A ô: 

i =n. Ap 
AH Ap 可 以 从 p ( ,5 ) 的 泰勒 级 数 展开 得 到 
g 1 a? z ... 
= p.dé + spon dé’ + 
上 式 中 被 略 去 部 分 是 dE 的 三 次 及 三 次 以 上 的 小 量 。 考 ”图 5.4 曲面 的 第 二 基本 形 
FEB) P 点 处 的 法 线 与 该 点 处 的 协 变 基 矢 量 互相 垂直 , 即 


.dp _ . = 
Ms pa SEAP (5. 1. 26) 
故 
= 2n > Ap = n e 9pP geerde 
29 = 2n + Ap = n+ x2 Pade "dn 
定义 26 的 主 部 为 曲面 的 第 二 基本 形 
=n. ČL jerde 一 agé? 
I = n e -Eade de? = bodé de (5. 1.27) 


ERF 2&s 称 为 曲面 的 第 二 基本 形 系 数 。 将 (5. 1. 26) 式 左右 端 对 8 再 求 一 次 导数 ,并 将 


Pie Ie scree hat Se 
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所 得 到 的 n。325 伏 5 值 代入 (5.1.27) 式 ,可 知 
bp — ne hn Et —— Sh ep, (5. 1. 28a) 
由 上 式 可 知 ,bp 满足 二 阶 张 量 协 变 分 量 的 坐标 转换 关系 , 且 有 
Dep = bpa (5. 1. 28b) 
bp 是 对 称 二 阶 张 量 的 协 变 分 量 。 可 以 利用 第 一 基本 张 量 分 量 对 其 升降 指标 : 
bP = abays, Bip = aby, b? = a” a™by (5. 1. 29a) 
构 作 其 并 矢 表达 式 , 记 作 b 
= ba P P? = bfp P o= bpp = b pps. (5.1. 29b) 
定义 5 为 曲面 的 第 二 基本 张 量 。 第 二 基本 形 系 数 gp 的 行列 式 值 记 作 2: 
by biz 
b — det (bg) = 一 by; b22 —= biz bz1 6. iw 30) 
bz bee 


由 (5.1.27) 式 可 知 : 当 曲 面 的 法 线 n 与 Ao 夹 角 为 锐角 时 ,第 二 基本 形 为 正 , 如 二 者 
的 夹 角 为 钝 角 , 则 第 二 基本 形 为 负 。 1 

第 一 、 第 二 基本 形 都 是 反映 曲面 几何 性 质 的 基本 几何 量 , 前 者 反映 了 曲面 上 线 元 及 其 
夹 角 的 度量 ,是 曲面 的 内 豪 几何 量 ; 而 后 者 反映 了 曲面 的 弯曲 程度 , 即 曲面 的 外 部 几何 特 
性 。 在 微分 几何 学 中 证 明 ,曲面 的 几何 形状 将 完全 由 其 第 一 、 第 二 基本 形 确定 。 


5.1.5 曲面 上 曲线 的 曲率 ,曲面 的 法 截面 曲率 、 主 曲率 、 
平均 曲率 与 Gauss 曲率 


5.1.5.1 曲面 上 曲线 的 曲率 .Frenet 公式 
设 曲面 上 有 某 曲 线 C,C 上 各 点 的 矢 径 为 p (&1,&?), 则 曲线 C 的 参数 方程 为 
一 p(61(0) ,EC)) = p(s) (5. 1. 31) 
上 式 中 ,采用 曲线 的 弧 长 s 为 自然 参数 。 即 C 上 各 点 
的 曲线 坐标 £1,&? 均 为 弧 长 的 函数 。 定 义 曲 线 C 
上 某 一 点 Po 处 的 切线 方向 单位 矢量 i 为 


t= de (5.1.32) 
ds 


曲线 C 上 P, 点 处 的 密切 面 为 ;P, 点 在 曲线 C 上 的 邻 
域内 的 P 点 与 Po 处 C 的 切线 1 构成 一 个 平面 , 当 P 
无 限 趋 近 于 Pu 时 ,该 平面 的 极限 位 置 称 为 曲线 C 在 
P 点 处 的 密切 面 ,如 图 5.5 示 。 当 C 为 平面 曲线 时 ， 
密切 面 就 是 C 所 在 的 平面 。 
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在 Po 点 处 ,垂直 于 曲线 C 的 切线 上 作 一 个 平面 ,平面 内 所 有 直线 都 垂直 于 1, 称 为 C 
在 P。 处 的 法 线 。 其 中 在 密切 面 内 的 法 线 称 为 C 在 Po 点 的 主 法 线 , 主 法 线 方向 的 单位 矢 
量 用 普 表示 。 在 微分 几何 学 中 ,著名 的 Frenet 公式 给 出 了 单位 矢量 1 与 .之 间 的 关系 ， 


L = kan (5. 1. 33) 


定义 x。 为 曲线 C 的 曲率 。 此 处 可 以 任意 规定 n. 的 正方 向 , 当 n. 指 向 曲线 的 曲率 中 心 时 ， 
kK. 为 正 ;而 当 n. 背 向 曲率 中 心 时 ,x, 为 负 。 将 (5.1.32) 式 代入 (5. 1. 33) 式 ,得 


ve ie (5. 1. 34) 
S 


下 面 进一步 给 出 曲面 上 曲线 的 曲率 与 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形 系数 的 关系 。 设 曲面 
在 P, 点 处 的 法 线 方向 单位 矢量 为 n,n 与 曲线 C 的 主 法 线 n。 的 夹 角 为 ,将 (5.1. 34) 式 等 
号 左右 同时 与 n 求 点 积 , 得 


2 


ve e n = KA. +n = K,cosp (5.1.35) 


上 式 左 端 可 以 进一步 用 曲面 的 第 一 .第 二 基本 形 系 数 表示 。 


dp _ ap dé dê" 
ds a&* ds 一 人 ds 


得 到 
dip dp.d6 |。 £E 
ds’ ds ds ds? 
将 上 式 代入 (5 1. 35) 式 左 端 ， 并 考虑 到 n Fo . 正 交 , 则 


Pe, p dps .nd det dé" ap, dê“ dé? 2? p 


d? “ds "dd ds 2E "ds d; JERE 
将 第 一 .第 二 基本 形 的 定义 (5.1. 14),(5. 1.27) 式 代 人 上 式 , 则 (5. 1. 35) 式 可 以 表示 为 


2 aa 了 
K,cosy = 12 “n= = ee (5,1. 36) 


CO a 该 曲面 的 基本 特性 有 关 , 还 与 曲线 的 密切 面 的 方向 
(oA. 
5.1.5.2 ”曲面 的 法 截面 曲率 
通过 曲面 的 法 线 n 所 作 的 截面 称 为 法 截面 ,如 图 5.6 所 示 。 法 截面 与 曲面 相交 的 曲 
线 称 为 法 截面 曲线 ;其 曲率 < 称 为 曲面 的 法 截面 曲率 。 令 (5. 1. 36) 式 中 y=x, 即 规定 n 
的 方向 与 的 方向 相反 ,得 
bap dé “dé? dê” dé? 


aed | eee 一 生生 
ae I ayd&*dé" Pep ds ds meee 


法 截面 曲率 的 正 负 号 是 这 样 决定 的 :图 5.6 示 当 曲面 的 法 线 n( 其 正方 向 为 p 1 Xp ;的 方 
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向 ) 背 向 法 截面 曲线 的 曲率 中 心 时 , 按 (5. 1. 27) 式 第 二 基本 形 为 负 值 ,此 时 法 截面 曲率 x 
为 正 ;反之 , 当 曲 面 的 法 线 n 指向 法 截面 曲线 的 曲率 中 心 时 , 则 «为 负 。(5.1.37) 式 可 以 
给 予 十 分 明了 的 几何 解释 :图 5.7 AS TS EP 点 处 法 截面 曲率 半径 为 R ,其 邻 域内 点 QQ 
至 P 卫 点 处 切 平面 工 的 距离 之 主 部 为 一 卫 /2,PQ 的 弧 长 为 ds, 则 

— [I /2 R(1—cos¢) 


图 5.6 曲面 的 法 截面 与 法 截面 曲线 图 5.7 曲面 的 法 截面 曲率 与 第 一 、 
l 第 二 基本 形 的 几何 关系 


故 曲面 的 法 截面 曲率 


ass 
R (ds)? 
此 即 (5. 1. 37) 式 。 

在 曲面 上 每 一 点 处 可 以 作出 无 数 法 截面 ,不 同方 向 的 法 截面 具有 不 同 的 46 ' 与 dé? 
的 比值 ,由 (5. 1. 36) 式 可 以 计算 任意 方向 的 法 截面 曲率 。 记 沿 和: 方向 (此 时 det : d6 = 
1 : 0) 的 法 截面 曲率 为 1/R'1; 沿 E? 方向 (此 时 dê! : d6: 一 0 : 1) 的 法 截面 曲率 为 1/R',， 
则 由 (5. 1.36) 式 知 : 


l ob 
RS ag (5. 1. 38a) 
1 baz 
— . 1, 8 
Ry a. (5. 1. 38b) 


式 中 法 截面 曲率 的 倒数 R'1 ,R's 称 为 曲率 半径 。 注 意 勿 将 沿 坐 标 线 方向 的 法 截面 曲率 与 
坐标 线 本 身 的 曲率 相 混淆 。 沿 坐标 线 方向 的 法 截面 曲线 一 般 不 是 坐标 线 , 法 截面 曲线 必 
定 是 平面 曲线 ,而 坐标 线 不 一 定 是 平面 曲线 ,即使 是 平面 曲线 也 不 一 定 在 法 截面 中 ,图 5. 6 
给 出 其 几何 表示 。 例 如 旋转 曲面 的 纬 线 ( 平 行 圆 ) 可 以 是 一 族 &6? 坐标 线 , 但 它 显然 不 是 法 
截面 曲线 。 


1 


人 


5.1.5.3 ”曲面 的 主 曲率 、 平 均 曲 率 .Gauss 曲率 


通常 ,曲面 上 某 确定 点 P 的 法 截面 曲率 随 着 法 截面 的 方向 ( 即 dE? : dé? 的 值 ) 而 变 
化 ,现在 来 研究 在 什么 方向 的 法 截面 曲率 取 极 大 值 与 极 小 值 。 设 已 点 处 法 截面 曲线 的 切 
线 方 向 单位 矢量 为 1, 由 (5. 1. 32) 式 , 


t= oe = pe =p. (5. 1. 39a) 
其 中 上 的 道 变 分 量 为 
f= a (5. 1. 39b) 
由 于 上 总 是 单位 矢量 , 故 上 满足 
tea» t= att? 一 1 (5.1. 40) 
而 由 (5. 1. 37) 与 (5. 1. 39b) SR Ye t 方 向 的 法 截面 曲率 « 与 上 的 关系 为 
k =— btt? =— t ebet (5.1.41) 


于 是 问题 归结 为 在 约 东 条件 (5. 1. 40) 下 求 (5. 1. 41) 式 的 条 件 极 值 问题 。 可 以 采用 
Lagrange 乘 子 法 求解 , 即 化 为 求解 下 列 方程 组 的 问题 ， 


ZI- bestt + ACaggtt®? —1)]=0 (w= 1,2) 


RP A Æ Lagrange 乘 子 。 考 虑 到 3 一 52 Ke auba MARE, ERTAN 


— boat” + Àa vatt = O (w = 1,2) 
将 上 式 指标 o 升 高 ,并 考虑 到 at=, 
(bY, — Ad?) = 0 (w= 1,2) (5. 1. 42a) 
或 记 作 张 量 实体 形式 
(一 Ma) .上 一 0 (5. 1. 42b) 
上 述 齐 次 线性 代数 方程 中 r 具 有 非 零 解 的 条 件 是 其 系数 矩阵 行列 式 值 为 零 , 即 
| bv, — Ad? | = 0 (5. 1. 43a) 
或 写作 
A? 一 (bi, +6 )A+ (OB, — blb) 一 0 (5.1. 43b) 
(5. 1. 43) 式 实际 上 就 是 第 二 基本 张 量 的 特征 方程 ,其 系数 分 别 是 5b 的 二 个 主 不 变量 , 记 作 
B= bu +B, = ho Ao, (5.1.44) 
detb= 61.6%, — blb, = A Ns, (5. 1. 45) 


因此 方程 (5. 1. 43) 的 两 个 特征 根 Ao Ace) bE b 的 标量 不 变量 ,与 所 选择 的 坐标 系 无 关 。 
在 第 2 章 中 已 经 证 明 , 对 称 二 阶 张 量 ( 此 处 为 5) 的 特征 值 msio BAKA. Æ 

Àn Fio ,所 对 应 的 特征 方向 必定 正 交 ;车 Aa 一 Ad?) , 则 二 维 空间 中 (此 处 指 所 讨论 的 曲面 

上 点 的 切 平面 上 ) 任 一 方向 都 是 其 特征 方向 ,将 Mu) ,Mo 代 人 (5.1.42a) 式 解 得 的 特征 方向 
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称 为 曲面 在 该 点 的 主 方向 。 不 论 何 种 情况 ,可 以 取 曲 面 上 所 讨论 点 的 主 方向 上 一 对 正 交 
标准 化 基 矢 量 ku ,ta 作为 基 矢 量 , 在 这 组 基 中 ,不 仅 是 曲面 的 第 一 基本 张 量 ,而 且 其 第 二 
基本 张 量 可 以 同时 化 为 对 角形 标准 型 。 即 


a= tata + to to (5.1.46) 
b= A to to +Aw toto (5.1.47) 

AA 
beh. =Awts CRRA, = 1,2 (5. 1. 48) 


在 两 个 主 方向 上 曲面 的 法 截面 曲率 称 为 曲面 在 该 点 的 主 曲率 ,分 别 用 1/Ri ,1/R; 表 
示 。 令 (5.1.41) 式 中 上 分 别 为 to ty ,将 (5.1.47) 式 代入 (5.1.41) 式 ,可 知 


E = E ZSA (5. 1. 48a) 
上 式 表明 曲面 的 第 一 .第 二 主 曲率 在 数值 上 分 别 等 于 第 二 基本 张 量 的 两 个 特征 值 , 但 符号 相 
反 , 这 是 由 于 曲面 的 法 截面 曲率 与 第 二 基本 形 各 自 正 负 号 的 规定 所 致 ( 见 图 5.6 5.7). 
欲求 曲面 上 任 一 点 处 任意 方向 上 的 法 截面 曲率 1/R, 可 将 (5.1.47) 式 代入 (5. 1. 41) 
式 , 用 该 点 处 两 个 主 曲率 以 及 上 与 第 一 主 方向 to WEA 0 表示 


I e= leog Lsin?0 
PES pcs crpi (5. 1. 49) 


定义 曲面 在 所 研究 点 的 平均 曲率 是 为 该 点 的 两 个 主 曲率 之 和 9 , 当 坐 标 架 旋转 时 ， 
它 保 持 不 变 , 即 


— Ào ’ 


H= +g =” a 一 一 Ag 十 402)) = Rr +R (5.1.50) 
而 曲面 在 一 点 处 两 个 主 曲率 的 乘积 称 为 曲面 在 对 应 点 处 的 WA 曲率 K: 
1 


1 , aw 
=E A hs, = dethis = det(a™bog) 


= (deta ) (detb.g) = (5.1.51) 


b 
a 
RP a,b 分 别 为 第 一 、 第 二 基本 形 系数 的 行列 式 值 ,其 表达 式 分 别 见 (5. 1. 20a) 式 与 
(5.1.30) 式 。 

如 果 的 特征 方程 (5. 1. 43) 式 具有 两 个 相等 的 实 根 ， 4 二 Xz), 则 曲面 在 该 点 处 任 一 
方向 的 法 截面 曲率 均 相 同 , 在 该 点 附近 是 一 个 球面 , 任 一 方向 均 可 作为 其 主 方向 ,该 点 称 
”为 曲面 的 脐 点 。 在 脐 点 处 ,第 二 基本 张 量 是 球形 张 量 : 


O ”关于 平均 曲率 的 定义 ,本 书 采用 微分 几何 学 权威 L. P. Eisenhart 在 他 的 两 部 经 典 名 著 中 的 定义 。 见 :L. P. 
Eisenhart, A treatise on the differential geometry of curves and surfaces. Boston: Ginn and Company. 1909,p. 123. 


L. P. Eisenhart, Riemannian geometry. Latcke & Wulff, and Princeton University Press. 1925, p. 168. 
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b = Aga (5. 1. 52a) 
ee ee (5. 1. 52b) 
ay a22 


如 果 曲 面 上 处 处 的 第 二 基本 张 量 都 是 相等 的 球形 张 量 , 则 这 个 曲面 是 球 曾 。 
5.1.6 ”曲率 线 , 主 坐标 , 渐 近 线 


设 曲面 上 的 一 条 曲线 C 上 每 一 点 P 处 的 切线 正好 都 是 该 曲面 在 P 点 的 主 方向 , 则 称 
曲线 C 是 该 曲面 的 曲率 线 。 除 脐 点 外 ,曲面 上 每 一 点 都 有 唯一 确定 的 两 个 互相 正 交 的 主 
方向 ,所 以 有 唯一 确定 的 两 组 互相 正 交 的 曲率 线 ,曲率 线 在 整个 曲面 上 构成 两 族 互相 正 交 
的 曲线 网 。 

由 (5. 1. 42a),(5. 1. 39b) 式 ,每 族 曲率 线 应 满足 方程 组 : 

b! dê" — àdê! = 0 
1 ， 一 1d6: 一 0 
将 第 一 .第 二 主 曲率 Mo = 一 LI/R: ,ho 二 一 1/Rs 分 别 代 入 上 式 ,并 逐一 解 此 微分 方程 组 ?， 
就 可 以 求 得 二 族 曲率 线 。 也 可 以 从 方程 组 (5. 1. 53) 直 接 消 去 4, 得 
— bii (d1)? + (by — b?) dE dE? + bl, (dE?)? = 0 
HAREEK at at AE HE ERP HY b*。 写 成 协 变 分 量 Op, 的 形式 ,并 利用 
(5. 1. 18b) 式 表示 a” ,在 等 号 左右 消去 1/a, 得 到 
Cban 一 bizan ) (dE +)? + (by a22 — bza ) dé * dE? 十 (bizsazz — bz2a12) (dE? )? = 0 
(5.1.54) 
二 次 方程 (5. 1. 54) 也 可 作为 曲率 线 的 方程 , 它 可 以 分 解 为 两 个 因 式 ,每 个 因 式 均 为 dé 1， 
dE? 的 线性 组 合 ,从 而 得 到 确定 曲率 线 的 两 个 微分 方程 。 

如 果 将 曲率 线 选 作 坐 标 曲 线 , 并 称 为 主 坐标 线 , 这 样 确定 的 坐标 系 称 为 主 坐 标 。 显 
然 , 主 坐标 系 必定 是 正 交 坐标 系 。 在 主 坐标 系 中 ,由 于 当 dE? =0 时 ,dé1=1,6! 线 就 是 曲 
率 线 ,为 满足 曲率 线 方程 (5. 1. 54), 必 有 


(5. 1. 53) 


biar — ban = 0 (5. 1. 55a) 
同 理 , 当 dê'=0 时 dé = 1,6? 线 也 满足 方程 (5. 1. 54) ,有 
bizaz2 — baiz = 0 (5. 1. 55b) 


由 主 坐标 线 的 正 交 性 可 知 , (5. 1. 55a,b) 式 中 az 一 0, 故 必 有 bu 二 0, 因 此 ,在 主 坐 标 系 中 
曲面 的 第 一 、 第 二 基本 张 量 的 分 量 ao 与 bp 同时 化 为 对 角形 标准 型 。 即 
a= ant h 十 azz0202 ， ds = ay (dẸ!)? + az (dé?)? (5.1.56) 
b= bup'p + bz P , I = bn (dE")? + bz (dê? )? (5.1.57) 


@ 事实 上 ,由 于 Mo) ,cz) 是 特征 方程 (5.1.43b) 的 根 ,所 以 方程 组 (5. 1. 53) 的 两 式 中 只 有 一 式 是 独立 的 。 


第 5 章 _ 曲面 上 的 张 量 分 析 _ 


最 后 介绍 曲面 的 渐 近 方向 与 渐 近 线 的 概念 。 在 曲面 上 某 点 处 , 若 存在 使 曲面 的 第 二 基 

本 形 了 [为 零 的 方向 , 则 称 该 方向 为 曲面 的 渐 近 方向 。 渐 近 方 向 (d#! : dé?) 应 满足 方程 : 
I = bdé “dé? = by, (dE! )? + 2bzdẸ'dE? + bz (dE*)? = 0 (5.1.58) 

上 述 微分 方程 可 以 分 为 以 下 三 种 情况 : 

(1) bubzz — (b)? >0, BP IE Gauss 曲率 情况 ， 此 时 方程 (5. 1. 58) 无 实 根 , 曲 面 不 存在 
渐 近 方向 。 

(2) bb2 — Chie)” =0, BUS Gauss 曲率 情况 ,方程 (5. 1. 58) 有 一 对 重 根 , 曲 面 的 两 个 
渐 近 方 向 互相 重合 。 

(3) bb2 — (bz) <0, Rifi Gauss 曲率 情况 ,方程 (5. 1. 58) 有 两 个 不 等 的 实 根 , 曲 面 
存在 两 个 渐 近 方向 。 

如 果 曲 面 上 一 条 曲线 的 每 个 点 的 切 向 矢量 都 沿 着 曲面 的 渐 近 方向 , 则 称 这 条 曲线 为 
曲面 的 渐 近 线 。 如 前 述 ,对 于 图 5. 8 示 正 Gauss 曲率 曲面 ,有 


buba — O) 1 
a R, R: 


不 存在 渐 近 线 ,任意 方向 的 法 截面 曲线 都 向 切面 的 同一 侧 弯曲 , 主 曲率 1/R, 与 1/R， 
同 号 。 
对 于 图 5. 9 示 零 Gauss 曲率 曲面 (如 柱 面 、 锥 面 ), 有 


bubzs — Chie)? = = 
a 


K= 


K= 


图 5.8 IE Gauss 曲率 曲面 图 5.9 零 Gauss 曲率 曲面 


存在 着 一 族 渐 近 线 。 这 时 必定 有 一 族 曲率 线 ( 由 (5. 1. 36) 式 其 曲率 < 为 零 , 是 直线 , 设 为 
E 线 ) 与 这 族 渐 近 线 相 重 合 ,而 另 一 族 曲率 线 与 渐 近 线 正 交 。 在 主 坐标 系 中 
by =b =0 
对 于 图 5.10 示 负 Gauss 曲率 曲面 ,有 


bibo — (biz)? _ 1 
a R, R: 


两 个 主 曲率 1/R S5 1/RA G FERC KAR. HAN Ee MRK RSH 
二 基本 形 的 关系 (5. 1. 37) 式 可 知 , 沿 渐 近 线 的 法 截面 曲率 为 零 。 设 在 该 曲面 上 某 一 点 OP 


K= 


O BEAM å 


第 一 曲率 线 (x<0) hn DFEN 


曲面 


第 二 曲率 线 (x>0) 
第 二 曲率 线 (x =1/R2>0) 


渐 近 线 (x =0) 渐 近 线 (x =0) 


图 5.10 fa Gauss 曲率 曲面 与 切 平面 


处 , 渐 近 线 与 第 一 主 曲率 的 曲率 线 夹 角 为 0, 则 由 (5.1. 49) 式 : 


costo + sina =0 


R 
— R: 
tan? =+ /一 R. 


两 个 渐 近 方向 与 主 方向 的 夹 角 应 相等 。 两 条 渐 近 线 将 曲面 分 为 四 个 区 域 ,对 顶 的 两 个 区 
域 各 自 具有 正 的 (或 负 的 ?法 截面 曲率 ,而 以 渐 近 线 为 分 界 ,法 截面 曲率 变 号 。 

在 一 些 不 用 张 量 表 示 的 微分 几何 或 者 薄 壳 理论 的 教科 书 中 ,与 曲面 的 第 二 基本 形 有 
关 的 几何 参数 用 另 一 些 符号 表示 , 现 给 出 以 下 的 对 应 关系 。 

在 任意 坐标 系 中 ， 


ee eee ~ wr AB zna B 
bi =L= RZ’ Dig T e M bz = N = R7 (5.1.59) 


上 式 中 1/ARa 称 为 曲面 的 扭 率 。 上 式 对 于 非 主 坐标 系 的 斜 交 或 正 交 坐 标 系 中 都 成 立 。 
在 主 坐标 系 中 ,法 截面 曲率 为 主 曲率 , 扭 率 1/Ri; 为 零 C(CM==0)。 此 时 
by =L=, a, eee bw =N=- É (5. 1. 60) 
例 5.1 RAS 11 所 示 闭 合 圆 环 曲面 的 基 矢 量 , 第 一 、 第 二 基本 形 系 数 , 主 曲率 ， 
Gauss 曲率 ,平均 曲率 。 曲 面 的 Gauss 坐标 选 为 (9,p) 。 
解 ” 设 笛 卡 儿 系 中 的 基 矢 量 为 ,i,,is, 圆 环 曲面 上 任 一 点 的 矢 径 为 
P =(R+nrsin9) cosgi; + (R+rsin9) singis +rocosOis 


即 


ee A Ald he aae 


a 
07 
ty 
17 


5.11 闭合 圆 环 曲面 


P= 36= ro cos@cos¢gi, +r» cosPsingi, — ro sinfi; 
ap 


p :一 TE —(R+rsin9) singi, +(R+ro sinô) cosgi, 


n= sin&cosq@i, +sin@singi, 十 cosOis 
an =P: * P1 =o» az =P: * Pp: =(R+rosinb)? , ay =an =0,a =r (R+rsind)’ . 


on ` 
Ip P: 


b b ind . ; 
z =-2i L, RoR b=by bz = ro (R+1r sinb) sin? 


= sind 0 sind 
Tr TRF A a ro(R+nsin9) 


ER Gauss 曲率 的 表达 式 说 明 ,闭合 圆 环 曲面 由 两 部 分 构成 : 

当 0<0<xr WY: K>0, iE Gauss 曲率 曲面 

当 r<0<2rx ht: K<0, 4 ffi Gauss 曲率 曲面 
这 两 部 分 区 域 被 O=0, x 这 两 根 闭 合 曲线 所 划分 ,在 这 两 根 曲 线 上 的 各 点 处 ,Gauss 曲率 
为 零 ,这 两 根 闭合 曲线 是 圆 环 曲 面 的 渐 近 线 。 


5.1.7 ”旋转 张 量 


5.1.3 节 已 定义 了 曲面 的 基本 矢量 p 1,p :与 n, 今 后 ,为 了 表示 曲面 的 切 平面 中 矢量 
的 旋转 与 两 个 矢量 的 矢 积 ,我 们 引入 旋转 张 量 c。 

5.1.3 节 中 的 (5.1. 6a) 式 已 经 给 出 法 向 单位 矢量 n 与 p 1,p;: 的 关系 ,还 可 以 证 明 n 与 
逆 变 基 矢 量 P ,po 的 关系 : 


9 Í ; A 
加 一 一 55 P5 r br 一 一 一 一 (R 十 msing)sing, by =bn =0 


H=—bi, 


n = XP? _ VECpIXp3) (5.1.61) 
va 


198. RE 


由 上 式 得 到 
Va= [p: pz n] (5. 1. 62a) 


[= [e: P| (5. 1. 62b) 


由 (5. 1. 8) 式 及 上 两 式 可 分 别 得 到 


p= On, ee a (5. 1. 63) 
Pi=Valp’xn), P2=Va(nX p') (5. 1. 64) 

由 (5. 1. 62) 的 两 式 , 若 定义 . 
cop = [Pa Pp n], 以 一 Lo” p° n] (5. 1. 65) 


则 显然 可 证 , 当 坐 标 转换 时 它们 分 别 满足 二 重 协 变 及 逆 变 转换 关系 ,是 一 个 二 阶 张 量 的 协 
变 与 逆 变 分 量 。 从 而 可 以 给 出 其 并 矢 表达 式 


C= Cop PP? = c P P p= cpp P= ci’ “Pp (5. 1. 66) 
c 称 为 旋转 张 量 。 由 其 定义 可 证 ,e 是 一 个 反对 称 二 阶 张 量 。 即 
ca 一 一 cl 一 Va， Cn = C2 一 0 
c? 一 一 c! T c! a C22 0 
由 (5.1.65) 与 (5.1. 66) 式 还 可 以 证 得 ,e 的 混合 分 量 为 
ca =[e* pp nj, cP =[p, p° n] (5. 1. 67) 


(5.1. 65),(5. 1.67) 式 可 证 ， 
P aX P= Cag » p°X P= chn 
P°X P= cin, PX p= cfn (5. 1. 68) 
切 平面 中 任意 矢量 v 向 前 旋转 (由 p 1 转向 p ;的 方向 )x/2 或 向 后 旋转 (由 p ;转向 p ;的 
方向 )x/2, 可 以 分 别 用 nXv 或 v Xn 来 表示 ,如 图 5.12 示 。 


而 由 (5.1. 65) 式 ,这 种 旋转 又 可 进一步 用 旋转 张 量 表示 。 P, 
基 矢 量 向 前 旋转 x/2 或 向 后 旋转 0/2 可 以 分 别 表示 为 \ a 
NX Pa= Cop P"= Parl, ppXP 一 copp = Cepe aK Pi 
(5. 1. 69) \ 
而 切 平面 中 任意 矢量 vw 的 旋转 为 oxn \ 


nxXv=wv .ce, vXn=cev (5.1.70) 
切 平面 中 任意 矢量 vw = vo w= ufo ,的 矢 积 也 可 以 用 5.12 矢量 的 旋转 
旋转 张 量 c 表示 


P. 


U X W= cgv'w'n = (v ce w)n = (vw: c)n (5.1.71) 


aat PR i Fa 


利用 (5. 1. 65) 式 可 以 证 明 c-6 等 式 . 
Cape” = (paXpp)* (PX pP) = 8204 — Ò 20} (5.1.72) 
将 上 式 降 指标 ,得 到 
CapCm = AA py — Aava py (5. 1. 73) 


由 (5. 1.72) 式 进一步 可 得 到 
Cac? = cpc? = O (5.1.74) 
Cape? = 2 (5. 1. 75) 


5.1.8 非 完整 系 与 物理 分 量 


以 上 各 节 所 选择 的 坐标 是 任意 曲线 坐标 6 ,6 ,它们 不 一 定 具 有 长 度 的 量 纲 , 基 矢量 
是 由 (5.1.3) 式 决定 的 自然 基 矢 量 p。(a==1,2) ,它们 不 一 定 是 单位 矢量 , 且 不 一 定 互相 正 
交 。 今 后 ,为 了 便于 推导 公式 ,我 们 仍 将 采用 这 种 张 量 记 法 。 但 是 ,在 解决 某 一 具体 问题 
时 ,需要 将 各 种 张 量 分 量 最 终 化 为 有 明确 物理 意义 的 物理 分 量 。 

在 曲面 上 的 非 完整 系 (§,) 中 (Lamé 常数 分 别 为 A,B, 坐 标 线 夹 角 为 D , 协 变 基 矢 量 
取 作 : 


po= 色 ， pw 一 各 (5. 1.76) 


显然 ,它们 都 是 单位 矢量 ,但 不 一 定 正 交 。 逆 变 基 矢量 p “与 协 变 基 矢量 仍 满足 对 偶 
关系 : 


P+ P= 64 (5.1.77) 
由 上 式 知 ,如 果 坐 标 系 非 正 交 , 逆 变 基 矢 量 p ”不 是 单位 矢量 ,它们 的 模 为 
|p? |=1/sind, |p |= 1/sind (5. 2. 78) 


它们 的 方向 仍 与 完整 系 中 的 逆 变 基 矢 量 相同 ,如 图 5. 3 示 。 
如 果 坐 标 系 为 正 交 , 则 基 矢 量 在 曲面 上 构成 正 交 标 准 化 基 , 不 需 区 别 协 变 与 逆 
变 基 : 


e=% = Ap’, e, = © = Bp’ (5.1. 79a) 
GRA ip ACE, PREX , M B E HH TTY EA hs HI TE ELAR 
e =] = Ap’, e = & = Bp’ (5.1. 79b) 


以 示 与 一 般 的 正 交 系 之 区 别 。 此 时 非 完整 的 正 交 系 中 的 基 矢 量 es,ey( 或 e1 ,ez) 与 曲面 的 
法 向 单位 矢量 半 构 成 随 曲 面 各 点 变化 的 一 组 正 交 标 准 化 基 。 且 
n= €; X e, (5. 1. 80) 
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后 在 解决 各 种 物理 问题 时 ,常常 需要 将 张 量 分 量 最 终 化 为 物理 分 量 。 例 如 ,通常 取 
ERER PR AE oy Bt v*(a==1,2) 作 为 物理 分 量 , 它 与 张 量 分 量 v, ov 的 关系 类 似 
于 (4. 8. 29) 式 (但 指标 范围 为 1,2) ;在 正 交 系 中 ,其 表达 式 类 似 于 (4. 9. 10) 式 。 

如 5.1.3 节 、5.1.6 节 所 示 , 曲 面 的 基本 几何 参数 (第 一 基本 形 系 数 、 第 二 基本 形 系数 
等 ) 在 一 些 不 用 张 量 表示 的 微分 几何 或 薄 壳 理论 教科 书 中 常常 用 其 他 符号 表示 。 如 A， 
B,9 与 第 一 基本 形 系数 aig 的 关系 见 (5. 1. 16) 式 ;L, M,N, 曲 率 、 扭 率 与 2 的 关系 见 
(5.1.59) 式 。 为 便于 读者 查阅 , 现 将 它们 之 间 的 对 照 关系 给 出 在 表 5.1 中 。 


表 5.1 曲面 基本 几何 参数 的 各 种 表示 方式 对 照 表 


其 他 记 法 
张 量 记 法 
斜 坐标 系 TERRA 主 坐 标 系 
基 


ee | 
PisP2 


A’ B’ sin’ 8 A’ B? A’ B? 


-EB 


Db bu bzs — biz 


2 
a a11 422 一 Q12 


曲率 | K= 


=} (1 l ASE heim E 
= (R Ro at) -R iR, (Ri)? 


E St e 


52 曲面 上 基本 矢量 的 求 导 公式 


如 前 述 曲 面 上 各 点 处 的 基本 矢量 (p1,p;2 与 n) 是 随 点 (坐标 61,&°) 变 化 的 。 本 节 将 
给 出 曲面 的 基本 矢量 及 第 一 基本 形 系数 对 坐标 的 导数 公式 。 
5.2.1 法 向 矢量 对 坐标 的 导数 (Weingarten 公式 ) 
设 己 点 (61,62) 处 有 法 向 矢量 n, 4i E (xc 王 1,2) 有 增 量 d6 “时 ,法 向 单位 矢量 n 
的 方向 将 发 生变 化 ,其 改变 量 为 0 de! 或 5 中 46*。 由 于 严 总 是 单位 矢量 ,其 导数 ;只 
能 与 自身 正 交 , 即 只 有 切 向 分 量 。 
由 第 二 基本 张 量 分 量 wp 的 定义 式 (5. 1. 28) ,容易 证 明 
on 
on = 
此 式 称 为 Weingarten 公式 。 
5.2.2 基 矢 量 对 坐标 的 导数 (Gauss 求 导 公式 ) ,曲面 
上 的 Christoffel 符号 
当 坐 标 变化 时 ,曲面 上 PC(&1,6?) 点 处 的 协 变 基 矢 量 p 。 的 大 小 和 方向 都 将 发 生变 化 。 
其 导数 对 于 P 点 处 的 三 个 基本 矢量 (p1,p; 与 n) 的 分 解 式 为 


Ipa _9Pp_ ÜP _ j 
ae aet gesage Prr a ies 


上 式 中 T% 是 曲面 (二 维 Reimann 空间 ) 上 的 第 二 类 Christoffel 符号 ,共有 8 个 。 我 们 用 


上 表示 ,以 区 别 于 三 维 空间 中 的 第 二 类 Christoffel 符号 I4 。 本 章 中 以 下 各 节 均 以 上 符 
号 “"” 表 示 曲 面 上 的 运算 符号 ,以 区 别 于 三 维 空间 中 的 运算 符号 。 显 然 由 于 上 式 关于 指标 
a, 8 对称, 故 


bag 0 ?一 b:fp p= boa p /一 一 beP 8 (5.2.1) 


kop = kes Dh = The (5. 2. 3) 
将 (5. 2. 2a) 式 最 后 一 个 等 号 左右 各 点 积 法 向 矢量 n, 则 根据 bn 的 定义 式 (5. 1. 28) 及 p ;与 
n 的 正 交 性 可 知 


kag = bag 
故 (5. 2. 2a) 式 可 写作 
Ipa 9 a? 
Set = GEE = gerken = Da P rt ban (5. 2. 2) 


此 式 称 为 Gauss 求 导 公式 。 由 上 式 第 二 类 Christoffel 符号 I% 可 以 表示 为 


ea ee ee ee 


o BEDHOR 2D eee! 
ime = Ps e p= Pe n p? 6.2.4) 
+e 9 a 
Ets EM FER 0A n 分 解 , 则 
Ipa 9 。 
pe £ a = Tapa P ° bagn (5. 2.5) 
定义 Ts 为 第 一 类 Christoffel 符号 。 显 然 
Fag = Dhan ’, I’, = Tea” (5. 2. 6) 
HA 
。 3p. 9 
Taga = SF Pa ep (5.2.7) 
曲面 的 第 一 类 Christoffel 符号 可 以 由 曲面 的 第 一 基本 形 系数 求 得 。 由 于 
a a Ip. ap 
一 ger Pe pa) = aa ° Pat p.’ JEF 
将 (5. 2.7) 式 代入 上 式 , 得 
— PA + Tipi 
同 理 , 有 
a 5 è 
oer = Pant Diea 
5 = Tae + Tie (5. 2. 8) 
由 以 上 三 式 知 ， 
1 Aaa Jap _ Jaag 
Dga = Sl aay (5. 2. 9a) 
以 及 
z = 1 A Jaar Jap a Jaag 
w= oo (a t e E) (5. 2. 9b) 
至 于 逆 变 基 矢 量 对 坐标 的 导数 ,可 以 对 下 面 诸 式 
2 pr 一 和 %， 2"…n 一 0 
求 导 ,并 利用 (5. 2. 2) ,(5. 2. 1) 式 求 得 
af =— D5 p+ bm (5. 2. 10) 


5.2.3 第 一 基本 张 量 分 量 的 导数 与 协 变 导数 
65.2. 8) 式 已 给 出 第 一 基本 形 系数 ap 的 导数 。 对 (5. 1. 18a) 式 求 导 ,并 利用 (5. 2. 8) 
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式 可 以 求 得 第 一 基本 张 量 逆 变 分 量 的 导数 了 
ae =— a" Tf, — a ÙS, (5.2.11) 


若 记 第 一 基本 张 量 a HORDE ap BETH ae 的 协 变 导数 (关于 曲面 上 张 量 分 量 
的 协 变 导 数 的 定义 将 在 5. 5 节 中 详 述 ) 为 


一 au Mig 一 aop Tia = 


Viaup 一 Aapa 一 Tag Tipa 


aag 
JE? 
Vat = an = a +a” TY +a" D, 
由 (5. 2.8), (5.2. 11) 式 及 上 二 式 可 知 , 与 三 维 Euclidean 空间 的 度量 张 量 分 量 相 同 ,在 曲 
面 上 其 度量 张 量 分 量 ( 即 第 一 基本 张 量 分 量 ) 的 协 变 导 数 也 处 处 为 零 , 即 
Vian =0, Via 一 0 (5. 2. 12) 
(5.1.21) 式 定义 了 曲面 上 的 面 元 矢量 ,其 中 面 元 的 大 小 Va 也 是 随 曲 面 上 点 的 位 置 变 
化 而 变化 


Va = (piXp2)en (5. 2. 13) 
将 上 式 对 坐标 求 导 ,并 利用 (5. 2.2),(5. 2.1) 式 及 上 式 @, 得 到 
= = (PL +P) (piXps: n) = Dva (5. 2. 14a) 
上 式 还 可 以 写作 
pes ee sd = ona) (5. 2. 14b) 


Jaag" gé" 23" 
5.2.4 单位 矢量 的 求 导 公式 


5.1.8 节 已 给 出 非 完 整 系 中 基 矢 量 的 表达 式 , 本 节 进 一 步 给 出 它们 对 坐标 的 导数 。 
利用 (5. 2. 2) ,(5. 2. 10),(5,. 2.8) 和 (5. 2. 11) 式 可 以 证 得 @， 


2:($=)= 1 (1 i oton (5. 2. 15a) 
| eae 
2 $2) = 1 a ee es (5, 2. 15b) 
a ae a E 2a P 2e ) . Ge 
ə {Le \ ree ae ee ae 

xe( Var) = 3 za Php st bin) (5. 2. 16a) 


© 证 明 过 程 见 习题 5.4, 读 者 自 证 。 
© ”证明 过 程 见习 题 5. 5, 读 者 自 证 。 
© 证 明 过 程 见习 题 5. 6, 读 者 自 证 。 
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Cn i ee ae E ae ee 2 
x(a) = al =, bie P+ Bian ) (5. 2. 16b) 


上 式 中 第 二 类 Christoffel 4-5 Dp FT VA All FA C5. 2. 9b) 式 和 表 5. 1 的 对 照 关系 ,用 
Lamé 常数 A,B 和 坐标 线 夹 角 表示 ,如 表 5. 2 R. 


5.2 曲面 上 的 第 二 类 Christoffel 符号 


斜 坐标 系 


正 交 坐标 系 


1 dA JA 9 1 9A 
ABsix® 5 B JE +Acosd 3g oO ge (ABcos®) ] 
A a 3A 
a a —F | 
| hag [2A cos 28] 12A 
Tiz Asin’ 3L On cos De A ay 


| alget] 
Te Bsin' dL ag °°S” Gy 


B [Zaos ] 


A’ sin? OL ay 3È 
1 aB aB 9 
| A aoe Be cos? F_(ABeosd) | 


对 于 正 交 坐标 系 , 可 以 利用 Weingarten 公式 (5. 2. 1) 和 Gauss 求 导 公式 (5. 2. 2) .并 
参照 表 5. 1 MA 5. 2 的 对 照 关系 ,得 到 用 曲面 的 Lame 参数 A,B( 坐 标 线 夹 角 O= 0/2) 
示 的 正 交 标 准 化 基 e,e, 和 对 坐标 的 偏 导数 2. 


de 1a4。 A, a _19B,, B, 

aé Ban" R” an Aa’ R 

de 1 3A A de 1 9B B 

hd he id, ce Pee 

ae B an tR” an A 362 R3” (5.2.17) 
oan A an B 

ge Ri Ra I: Ra TR” 


在 主 坐 标 系 中 , 基 矢 量 为 (GERZ 和 n, 曲率 1/R‘,,1/R'. 为 主 曲率 1/R: ,TI/R2: , 扭 率 
1/Ri 为 零 。 上 式 可 进一步 化 为 


@ 证 明 过 程 见 习题 5. 6, 读 者 自 证 。 
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人 
dé) OA, 4， 2 _ 12B, 
a€ Ba’ R” an Aaa” 
de, _ 123A de 13B, B 
76 = B age ama Ee! R,” (5.2.18) 
an Ae an _ B, 
aé R,° an R,” 


53 曲面 的 基本 方程 ,Riemann-Christoffel KB 


5.3.1 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 


曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形 系数 完全 决定 了 一 个 曲面 的 几何 形状 ,是 曲面 的 基本 几何 
量 。 但 这 两 组 几何 量 是 不 能 任意 指定 的 ,它们 之 间 必 须 满足 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 ， 
这 两 组 方程 统称 为 曲面 的 基本 方程 ?了 。 


Codazzi 方程 与 Gauss 方程 源 于 : 对 于 曲面 上 各 点 处 的 一 组 基 矢 量 p .(a 二 1,2), 应 
满足 


3 /3p。 a (9p. 
se7( get )= setae?) (a,8,Y = 1,2) (5.3.1) 
将 (5. 2.2),(5.2.1) 式 代入 上 式 两 端 ,分 别 得 到 
3 /9 ar? 。 ab, 
ag? 7(56#)= ser (Tbe pat ban) = (< e+ is Tt — bapb’y oat (FE +È tbu )n 


9 9 ri r ; Ibay oF 
get get) = (Get tis i — bbls )o at is stano) 
(5.3. 1) 式 是 一 个 矢量 等 式 ,其 成 立 的 条 件 是 等 式 两 端 各 个 分 量 均 应 相等 。 即 


Se + Pade = AEREN Ca, B, Y = 1,2) 3 (5. 3. 2a) 


aT? she ee 
Tiare Dir 一 bb = see tts ie — barbe (a,B,Y,à = 1,2) (5.3. 2b) 


Codazzi FH: 65.3. 2a) 式 可 以 进一步 写作 


Ib, abe 人 
367 SEF On Tis — bu Dh (aB, Y = 1,2) 


类 似 于 三 维 空间 中 张 量 分 量 协 变 导数 的 定义 式 (4. 3. 21) ,上 式 也 可 以 采用 张 量 分 量 对 曲 
面 (二 维 空间 ) 的 Gauss 坐标 的 协 变 导数 符号 V,( ) 表 示 : 
Vrbas = Veda (a,B,Y = 1,2) (5. 3.3) 


— by Ts — by Dh = 


QD 见 苏 步 青 等 . MAIL. 北京 ;人民 教育 出 版 社 ,1979. 126 页 
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上 式 称 为 Codazzi 方程 。 它 指出 曲面 的 第 二 基本 张 量 的 协 变 导 数 ;jp 关于 其 三 个 下 标 : 
中 任意 两 个 均 应 对 称 。 考 虑 到 gp 的 对 称 性 ,(5. 3. 3) 式 只 有 两 个 独立 的 方程 ， 
Vobu a Vi biz ’ Vi bzz == Vober 6. 3. 4) 
Codazzi 方程 表明 一 个 曲面 的 三 个 第 二 基本 形 系数 不 独立 。 
Gauss 方程 :在 (5. 3. 2b) 式 中 ,定义 
aD abh 
aé” aé® 
R* ws 是 一 个 四 指标 的 量 ， 如 4.6.2 节 在 三 维 空间 中 所 证 ,尽管 Christoffel 符号 不 是 张 量 
分 量 ,但 由 (4. 6. 16b) 式 (此 处 ,在 二 维 空间 中 是 (5. 3. 5) 式 ) 所 定义 的 尺 久 却 是 四 阶 张 量 
的 分 量 , 称 为 Riemann-Christoffel 张 量 也 称 为 曲率 张 量 。 由 (5. 3. 5) , (5. 2. 9b) 式 知 ， 它 将 
完全 由 第 一 基本 形 系数 决定 。 
由 (5. 3.5),(5. 3. 2b) 式 得 到 
Rss = baby — bob’p (a,B,Y,4 = 1,2) (5. 3. 6) 
上 式 称 为 Gauss 方程 。 它 给 出 了 曲面 的 第 一 基本 形 系数 与 第 二 基本 形 系 数 的 关系 。 


5.3.2 Riemann-Christoffel 张 量 


4.6.2 节 已 经 利用 商法 则 证 明 过 Riemann-Christoffel 张 量 是 四 阶 张 量 ,本 节 进 一 步 
应 用 坐标 转换 时 Christoffel 符号 所 满足 的 转换 式 (4. 1. 23) ,证 明 (5. 3. 5) 式 所 定义 的 
Riemann-Christoffel 张 量 满足 四 阶 张 量 分 量 的 坐标 转换 关系 


Rig = 二 Top 一 IT (a,8,7,A = 1,2) (5.3.5) 


nx _ 98% agf aé* » BE a ee ay ee 
Dae = ge 387 age A gedger gee SH A = 142) Peo 
两 端 乘 以 3 ”/98” 并 对 哑 指 标 * 求 和 后 ,上 式 可 写作 
JE” = CI 968 ae? 1 ，/ bee 
| ger Dav = TAT ee (pv ,7 = 1,2) (5. 3. 7a) 
将 上 式 左 右 两 端 各 对 E ORE ,得 到 
aer aT, ae” 


a’ = 

JY ge? TA 

og" ag? aé° af 

ae” ae” JET EJ $+ it (jersey 
将 上 式 中 指标 ”与 8' 互 换 , 得 到 

2E? aT iw aer 

ge ge? tE erag 一 


ZE gée PEF 36 a ae” 
aé ae” IET TJE” Ia 287) +3 3E ar ) 


aE IEP a 96? 6 a: 9 1 9267 
36“367 ae” 367365 jr) Ta tea 


agr agf 9€° aT, 
IEK JE” 96” 9b? 


+h %( 


了 


将 上 述 两 式 相 减 ,得 到 


PE e PE 
aé* \ aE” ag” uw 9e* 9b? # 9b" ae” 


_ 9§* a6? ag? aD ty a RE ER 
~ JEY aE” = IE «ge? ) u (sere IE” a ak” ae" 


利用 (5. 3. 7a) 式 求 得 上 式 左 端 第 二 、 三 项 为 


) (5.3.8) 


bx, are” _p, are” 
BY aé* ae? uo JEXIJE” 
oy (db 24 IEF IEP , /gE€’ JET IEP 
EY Ty AE Aa A OEE IEP ax hy 3E IEP ax hy 
= jer Te T ve Tis Tw 3EY JEF Ls wt apr ger Te Ess 
(5. 3.8) 式 右 端 第 二 项 为 
b? 3E" aP ares aéF 
te (IEE aé” ae ae” er ) 
-Py (ri E E is )- 
= ap ae? ue ae” JE” JE” ae” bw 
-y 3E" ny IEP IE” IEF IE? > 
Y es fy? SS ee ee ee ee 6 
i (5er Div jer ger JET aE” ba) 
aé" 3r ahe. a aér aér 人 3g" 3r 3E’ 。 4 
= ger jer Vue Doe ger ger Viv T atge jer er (Us Te —T 2T) 


将 以 上 两 式 代 入 (5. 3. 8) 式 并 消去 等 式 两 端 相同 的 项 ,得 到 
a _ aT he 
JEY JEŽ JE” 
_ a&* ae? a ry ark 
~ 96" JE” aE \ 9€° ag? 
两 端 再 乘 36* /9E7 ,并 将 R* wo 的 定义 (5. 3.5) 式 代入 ,得 到 


Se x a B oO, 
a 7 ser se ae Ye uV = 1,2) (5.3.9) 


Be ayn ae ay sah Saat 
二 证 各 全 和 一 证 各 证 如) 


Ty tis Dz) 


再 一 次 证 得 R* .是 四 阶 张 量 。 
将 (5. 3.5) 式 降 指标 ,并 利用 (5. 2.6),(5. 2.8) 式 ,仿照 4.6.4 节 (4.6.19) 式 的 推导 ,得 到 


ye OL psd 
ag” ag” 


Repr = Aa Ry, a + Pele vst r ane Ca, B, Yov = 1,2) 
(5. 3. 10) 


若 将 (5. 2.9) 式 代入 上 式 , 仿 照 4. 6. 4 节 (4. 6. 20) 式 的 推导 ,可 求 得 


te ee ae haa 


: 1 
Rus = CGensy 十 ABY, ay 一 Qay, pv A apay) 


+a” ao ora = Carola) Cab, Yy = 1,2) (5.3.11) 


上 式 说 明 曲 率 张 量 Row 完全 由 曲面 的 第 一 基本 形 系 数 及 其 导数 决定 , 即 只 取决 于 曲面 的 
内 豪 几何 量 。 


Rw 共有 16 个 分 量 , 但 如 同 4. 6. 4 节 所 证 ,它们 满足 以 下 对 称 与 反对 称 性 ， 


Ron =— Rar =o Rigs, = Rya Ca, b, Y,v = 1,2) (5. 3.12) 
所 以 ,其 中 非 零 分 量 只 有 4 个 ,独立 的 分 量 只 有 1 个 : i 
Rinz = Ran =— Ren =— Raz (5. 3. 13) 


53.3 可 展 曲面 与 不 可 展 曲 面 


将 Gauss 方程 (5. 3. 6) 式 降 指标 ,得 到 
Rasy = barbs, — Bad py (a,B,Y,v = 1,2) (5.3.14) 
而 上 式 只 有 一 个 独立 的 方程 
Rinz = bo — bib = b (5. 3. 15) 
这 是 Gauss 方程 最 早 的 .也 是 最 有 用 的 形式 。 
由 上 式 及 (5.1. 51) 式 ,可 以 证 明 一 个 极为 重要 的 定理 : 
1 _ 6 _Rm 
R,R, a a 
定理 (Gauss 定理 ) 曲面 的 Gauss 曲率 K 仅 由 曲面 的 第 一 基本 形 系数 决定 。 

(5. 3. 16) 式 的 右 端 项 只 与 曲面 的 第 一 基本 形 有 关 , 而 其 左 端 为 曲面 的 两 个 主 曲率 之 
积 。 所 以 Gauss 方程 揭示 了 曲面 的 外 部 性 质 与 其 内 豪 几 何 量 之 间 的 关系 。 

在 4.6 节 中 已 经 证 明 曲率 张 量 是 否 为 零 是 确定 空间 属于 Euclidean 空间 或 非 
Euclidean 空间 的 必要 充分 条 件 。 对 于 Euclidean 空间 ,能 够 找到 一 组 适用 于 全 空间 的 笛 
卡 儿 坐 标 系 , 使 在 整个 空间 上 T% 寺 0。 平 面 显然 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 而 对 于 曲面 ， 
根据 Gauss(C. F. Gauss,1777 一 1855) 对 微分 几何 学 的 著名 研究 D, 他 指出 “如 果 一 个 弯曲 
的 曲面 可 以 展开 到 任何 另外 的 曲面 上 去 , 则 每 点 的 曲率 @ 是 保持 不 变 的 >。 所 以 只 有 
Gauss 曲率 为 零 的 可 展 曲面 , 才 是 二 维 的 Euclidean 空间 。 这 一 点 可 以 从 几何 上 这 样 直 观 
地 理解 :如 果 将 平面 弯曲 而 不 改变 它 上 面 所 有 曲线 的 弧 长 和 夹 角 ( 即 不 改变 其 第 一 基本 形 


K 


(5. 3. 16) 


O 见 1827 年 Gauss 的 著名 论文 :弯曲 曲面 的 一 般 研究 》。 
© 此 处 曲率 指 我 们 所 称 的 Gauss 曲率 。 


ee EREA En 


系数 ) 则 得 到 可 展 曲面 (如 柱 面 、 锥 面 )。 可 展 曲 面 的 一 些 方向 的 法 截面 曲率 虽 不 为 零 ,但 
由 于 其 度量 张 量 分 量 在 弯曲 过 程 中 没有 改变 , 故 其 Gauss 曲率 仍 为 零 。 而 Gauss 曲率 不 
为 零 的 曲面 ( 正 Gauss 曲率 曲面 或 负 Gauss 曲率 曲面 ) 则 是 二 维 的 Riemann 空间 ,它们 不 
能 由 平面 “弯曲 ”得 到 。 


5.3.4 Gauss 方程 的 其 他 形式 


L. Bieberbach® 给 出 Gauss 方程 的 另 一 形式 : 
b = Rie = val - (Erara) (5. 3.17) 


3E? \an 


以 及 
b= Rime = Val 527 (Eb) lE rs) | (5. 3. 18) 


ag! A22 
上 式 可 以 如 下 证 明 。 将 Rin PIEI: 


D2 2a 2% _ up 
Ria 一 Qu = a” Ran = Ria 


o o | o a o 
1 1 11 22 
Riaz = a Rar = a" Riz = ae Ria 


Bp 
5 a az š a tn 
Riaz = — Riz, Riaz = — R2 (5. 3. 19a,b) 
P; ay a22 
利用 (5. 3.5) RG. 2. 14b) 式 ,可 求 得 
Rein = A ser (Va Th eae Wa I y+ 20h Tiz = Tiz Ti ) 
将 上 式 乘 以 ye ,化 得 
va į = [如 Va 2) 2 (Vai | 
a, Ra = ser (vera) ser (rh) + 


ala Je alau) 。 a.: o e e 
mal JE? Pi i Ti) (5. 3. 20) 


HAE ai, =2 PhawA=1,2) ,代入 (5. 3. 20) 式 第 二 项 ,可 证 明 


alan) ne _ dan) ; Rebs es ee, Be 
aor 人 bej bi thti 


®© W L. Bieberbach: Differetialgeometrie, § 10,80 页 ,1932 。 


__.209. 


210 L 张 量 分 析 ( 第 2 版 ) 


VE Res = [E ra) aE ee) 


ag? au 


由 (5. 3. 19a) 式 ,将 上 式 乘 Va ,可 证 (5. 3. 17) 式 ;同样 由 (5. 3. 19b) 式 可 证 (5. 3. 18) 式 。 
Frobenius Ast Gauss 方程 的 又 一 形式 ， 


Qi ë Qu, QQ11,2 


1 Va| {@11,2 — 12,1 Q12,2 一 Q22,1 
b =— — | az Q12,1 12,2 | 一 2 一 
4a Na 12 va ,1 


U22 Q22,1 22,2 
(5. 3. 21) 
上 式 的 证 明 可 参见 W. Blaschke; Vorlesungen über differential geometrie, Bd. I, 


5.3.5 ”以 物理 分 量 表 达 的 Codazzi HHS Gauss HE 


将 表 5. 1、 表 5. 2 中 的 对 照 关系 代入 (5. 3.4),(5.3. 16) 式 ,可 以 得 到 正 交 曲线 坐标 系 
中 以 Lame 参数 与 曲面 的 曲率 、 扭 率 表 达 的 Codazzi 方程 为 


a/A 14a/B aA 1 

a(R ) B alka) > an RY (5. 3. 22a) 
a/B 1 3 /As aB 1 

xe(R% + A lR )= JE R (5. 3. 22b) 

WR Gauss 方程 | 
_AB_ __AB _ 4/1 4B) _a/1aA 
在 主 坐标 系 中 ,上 述 方程 分 别 表达 为 

a/A\ oAl 
an\Ri)™ 37 R, 5.3.24 
a(R) an R, (5. 3. 24a) 
a/B\_aBl 

36(R,) = JE R, (5. 3. 24b) 
AB __2/13B\_3/12A 
RR: ala E) AE 37) (5. 3. 25) 


利用 (5. 3. 17) 或 者 (5. 3. 18) 式 ,还 可 以 给 出 在 任意 曲线 坐标 系 中 根据 A,B 和 9 直接 
计算 Gauss 曲率 的 公式 : 


K= ee a slants I- = 270059) / (Bsind) | 
+ Fal (3g — Foeoss) / Asino |) (5. 3. 26) 


在 正 交 曲线 坐标 系 中 为 
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K = lAl) Bla) | (5. 3.27) 
54 曲面 上 场 函数 的 导数 


若 曲面 上 定义 有 随 点 变化 的 场 函数 F, F 可 以 是 标量 、 矢 量 或 者 张 量 场 。 显 然 ,是 
曲面 上 点 的 矢 径 p(§1,6?) 从 而 是 各 点 曲线 坐标 $1, ?的 函数 , 即 
F(p (&',€7)) = F(E!,é€°) (5. 4. 1) 
为 了 研究 张 量 场 函数 在 曲面 上 的 变化 规律 ,本 节 中 将 给 出 其 梯度 、 微 分 、 散 度 、 旋 度 的 概念 
与 计算 公式 。 逐 一 讨论 标量 、 矢 量 与 张 量 场 函 数 。 


5.4.1 曲面 上 的 标量 场 函数 


在 曲面 上 定义 有 标量 场 函 数 f(&1,&?), 当 曲面 上 的 点 的 矢 径 p 有 微小 的 增 量 dp 
时 (如 图 5.13 所 示 ), 点 的 坐标 由 (§! ,8&7) 变 为 
(§' 十 d# 1 ,8° 十 dé ?), 标 量 场 函 数 将 有 微小 的 
增 量 df, 称 为 标量 场 函 数 f 的 微分 , 即 


4 


P, 
P EAEI EdE) 
(ea); AAD 


ifs If ag" (5.4.2) 
若 定义 曲面 上 标量 场 函数 的 梯度 为 
vf= sv = Lo: (5.4.3) 
则 (5.4.2) 中 f i> df 可 以 表示 作 SF 的 梯 
度 与 矢 径 的 微分 dp 之 点 积 , 即 x 
df=dp -Y f=f Ù «dp (5.4.4) 图 5.13 曲面 上 点 的 矢 径 变化 


曲面 上 每 一 点 处 标量 场 函 数 的 梯度 是 矢量 , 它 总 在 曲面 在 该 点 处 的 切 平面 中 。 用 下 
列 符号 表示 为 


v=o (a = 1,2 RA) (5.4.5) 
六 只 是 与 曲面 上 的 曲线 坐标 有 关 的 二 维 矢 量 微分 算 子 ,以 区 别 于 下 文 三 维 空间 中 的 矢量 
微分 算 子 V : 

Vag (i = 1,2,3 求 和 ) (5.4.6) 


若 曲线 S 为 曲面 上 标量 场 函数 了 的 一 根 等 值 线 , 如 图 5. 14 示 , 它 的 方程 应 为 


” 标 增 量 ; 而 等 值 线 的 单位 切 向 矢量 上 为 


WR 
are : 
zeae 一 0 (5. 4.7) 
ERP det 表示 沿 f 的 等 值 线 上 各 点 的 从 


d 
Se 


_ ap df _ dé? 
~ 3f ds ds °° 


则 由 上 式 、(5.4.3) 和 (5.4.7) 式 可 以 证 明 


; — 2f pe. Ef 9f de" 3: 
Vf t= es? ds 08 368 ds =0 


(5. 4. 8) 
也 就 是 说 ,标量 场 函数 f 的 梯度 V 了 总 是 垂 
直 于 /的 等 值 线 的 方向 , 即 沿 着 f 的 变化 
率 最 大 的 方向 。 而 梯度 矢量 的 大 小 应 为 


Werle peo = far E 
5.4.2 曲面 上 的 矢量 场 函数 


5.4.2.1 曲面 上 矢量 场 函数 的 微分 与 梯度 


曲面 上 每 一 点 ( 矢 径 为 p ($1 2 )) 定 义 有 随 点 变化 的 三 维 空间 的 矢量 场 函数 
u (E!E?) = vp st vn = vp vn (5. 4. 9) 
上 式 中 ,n 为 单位 矢量 , 故 | 


图 5.14 曲面 上 标量 场 函数 的 等 值 线 与 梯度 


vV = vs 
分 量 oR u) Al vu, HRA. Kp An REAR EO WRR. 
当 点 沿 着 曲面 在 其 邻 域内 移动 时 , 即 其 坐标 由 (后 RANE dE, E? +d), 
矢量 场 函数 v 应 有 增 量 为 


IU jga 
dv = Fd (5.4.10) 
PRAY 的 微分 。 若 定义 矢量 场 函 数 的 梯度 为 
30 
Vo = p's (5.4, Ma) 
或 
v Y 55722 (5.4.11b) 


JEP 
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FHS. 1. 4), 5. 4. 10) 式 及 上 两 式 可 知 ,矢量 场 函数 的 微分 do 是 梯度 与 矢 径 的 微分 dp 之 
点 积 


do =d p * (Vo)=(wV) .dp (5. 4. 12) 
5.4.2.2 ”曲面 上 矢量 场 函数 的 梯度 之 分 量 表达 式 
利用 Gauss 求 导 公式 (5. 2. 2) 与 Weingarten 公式 (5. 2. 1) ,对 (5. 4. 9) 式 中 的 各 项 逐 
pee ss 


a se 2 A a 
。 v 
= 全。 + wT — v bi" a at (Sz + baa )n (5. 4. 13a) 
定义 v 的 道 变 分 量 v 的 协 变 导数 为 
To SS ante ba (5.4.14) 
G. 4. 13a) 式 可 以 进一步 写作 
or = (Viv — 0 6p t (A tv bun (5. 4. 13) 


上 式 表示 矢量 w Ht R OR HA PEW VS) SK A 
(Sort oba ) e FN mi A ii ER JERA Se a AI OE M 


(5.4, 13) 式 中 3 的 切面 内 分 量 不 仅 包含 矢量 分 量 的 协 变 导数 wv", 还 包含 其 法 向 分 量 


v? 的 影响 ,这 种 影响 与 曲面 的 第 二 基本 形 系数 , 即 曲面 的 曲率 有 关 ; 而 3 的 法 向 分 量 不 
仅 包 含 v 对 坐标 的 导数 ,还 包含 矢量 的 切面 内 分 量 v 的 影响 ,这 种 影响 显然 也 与 曲面 的 


曲率 有 关 。 
将 v 对 逆 变 基 矢 量 分 解 后 求 导 , 可 得 
° a 3 
各 = (Va. — vibe e+ (Spi + vabi” )n (5. 4, 18) 
其 中 Y :ze 称 为 v 的 协 变 分 量 的 协 变 导 数 
Ü aUa = Una = Set ers (5. 4. 16) 
将 (5.4.13),(5.4.15) 二 式 代入 梯度 的 定义 (5.4.11) 的 二 式 , 得 到 
Vu = (Ý w" — wb pp ot (Dr + vu )p mn (5. 4. 17a) 


或 
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24 a 1 
= 2 Ana 9vs -wo \ nà 
Vo = (Vive — vsb pp + (Sei tubi Je n (5. 4. 17b) 
以 及 
= = a. 3 pea A av" w A l 
VY = (Vv — vb pap :十 (Ser + a jne (5. 4. 18a) 
OV = (Vite — vb )P “p+ (Z + ubi” )np? (5. 4. 18b) 


上 述 (5.4.17) 和 (5.4.18) 的 (a),(b) 二 式 分 别 是 同一 并 矢 式 的 两 种 不 同 表 示 方 式 。 每 一 
式 中 均 包 含 两 部 分 :第 一 部 分 


(Vv — wo pp a= (Viva — vb dP P 
或 

(Vio" — bie aP = (Vaa — Vibra P “P? ; 
是 一 个 曲面 的 切面 内 二 阶 张 量 场 ,服从 二 维 空间 中 二 阶 张 量 的 转换 关系 , 称 为 切面 张 量 
场 。 其 中 第 一 项 的 分 量 是 矢量 的 切面 内 分 量 之 协 变 导 数 , 可 以 证 明 它 也 是 二 阶 张 量 的 分 


量 。 还 可 以 由 (5.2.12) 式 证 明 Y w 与 4v。 是 同一 个 二 阶 张 量 的 不 同 分 量 ， 
Ý ava = Valaspv®) = aap (Vive) (5. 4. 19a) 
Vv" = V (aug) = a® (Ñ vg) (5. 4. 19b) 
并 矢 pep “(或 pp *) 称 为 切 平面 内 的 基 张 量 。(5. 4. 17),(5. 4. 18) 式 的 第 二 部 分 : 
(+ wba Je ôn = (Bobi Je `n 
或 
虽 是 一 个 二 阶 并 矢 式 , 但 其 中 法 向 矢量 n 是 不 随 曲 面 的 曲线 坐标 选择 而 变化 的 , 故 当 坐 标 
转换 时 ,上 式 中 的 分 量 服从 矢量 分 量 的 坐标 转换 关系 。 
对 于 那些 只 具有 切面 内 分 量 的 切面 矢量 场 w , 即 分 量 v= 二 0, 则 
| Ù = vP. = vp" 
其 梯度 为 
Vo = Vv'p p a+ ba p’n = Ñ iwp p + vbi pn (5. 4. 20) 
以 及 
oV = Wop pi 十 trpw1p = Ñ op p+ vbinp’ (5. 4. 21) 
上 两 式 说 明 ,切面 矢量 场 的 梯度 并 非 二 阶 切 面 张 量 场 ,其 中 非 切面 张 量 的 部 分 显然 取决 于 
曲面 的 弯曲 性 质 。 
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当 曲 面 上 的 点 由 PC 名 , 台 ) 移 至 其 邻 域内 的 点 QE 1! 十 dé# 1 ,8? 十 d#?) 时 ,相应 地 矢量 
场 函 数 的 微分 do 可 利用 (5. 4. 12) 式 和 (5. 4. 17) 式 或 (5. 4. 18) 式 求 出 


do = (Vv — vb; dé" + (5 Ie vba )dé in 


= (SH + vabi” ) dé mn (5. 4. 22) 
而 切面 矢量 场 w 的 微分 为 
do = V,v'dé*p a+ bad? n = Vivdép "+ vb dé in (5. 4. 23) 
其 中 包含 了 沿 曲面 法 向 的 分 量 。 


例 $.2 利用 梯度 的 定义 (5.4. 11) 式 ,可 以 证 明 曲面 上 各 点 矢 径 p 的 梯度 就 是 曲面 的 
第 一 基本 张 量 。 


证 明 Vp=p "=p ps.=asgp “ep =I (5. 4. 24) 
5.4.2.3 ”曲面 上 矢量 场 函数 的 散 度 与 旋 度 
定义 曲面 上 矢量 场 函数 的 散 度 为 
dive = Vv v0 =p Rave vb (5. 4. 25) 
曲面 上 切面 矢量 场 函 数 ” 的 散 度 为 
div = V .Vv =ò ° V =Vw = (5. 4. 26a) 
利用 (5. 2. 14b) 式 ,上 式 还 可 以 写作 
TRS e aCVa) p _ A@/av") 
divv = Sea + Dio” n TE (5. 4. 26b) 
定义 矢量 场 函数 的 旋 度 为 
curly =V Xv =p" x 8 (5. 4.27) 
利用 (5. 4. 17) (5. 1. 68) FCS. 1. 69) 式 ,上 式 可 表示 为 
curlv = (V vg — vbag )P “X p°+ (Z + ub: “jp "xm 
= ch Vu — c (Se + ve: Yee (5. 4. 28) 
切面 矢量 场 函数 v 的 旋 度 为 
curly = cH V ven — chub p 8 (5. 4. 29) 


5.4.3 ”曲面 上 的 切面 张 量 场 函数 
曲面 上 任意 阶 (以 三 阶 为 例 ) 切 面 张 量 场 函数 


ido A 


l T = T$, pepap ” 
对 坐标 的 导数 为 


aT aT? . 
an = Sex Ppap "+ Th (Tis pat bon Yop" + 


Ty pa (Th pa + Biot p+ Tu pape (— TY p 7+ bin) 


若 定义 张 量 分 量 的 协 变 导 数 为 
i ap A à 
YT, = E 十 To + Te, 1, — Te, Pe (5. 4. 30) 
则 
IE = VATE, ppp + Tobinpop’ + Tbo pnp + TE bi ppm (5.4.31) 
EX n 阶 切面 张 量 场 函 数 的 梯度 为 
pe ap 
V T= AET (5. 4. 32a) 
oy aT a 
TV = She (5. 4. 32b) 
其 并 矢 展开 式 为 
V T= VTS, P pp + Tbr Pnp + TE bro p pnp + 
TE bi P Papen (5. 4. 33a) 
TV = VTE, papap P + Tibia psp’ o+ Tybru penp o+ 
Tebi Pepene (5. 4. 33b) 


这 是 一 个 ?十 1 阶 的 并 矢 式 ,其 中 第 一 部 分 是 一 个 n 十 1 阶 的 切面 张 量 场 , 而 以 后 各 项 的 基 
张 量 均 包含 法 向 矢量 n, 对 应 的 分 量 只 有 n 个 指标 ,其 分 量 在 坐标 转换 时 服从 ” 阶 张 量 分 
量 的 坐标 转换 关系 。 

与 矢量 相 类 似 地 ,可 定义 曲面 上 张 量 场 函数 的 微分 为 


p OT Ges 
dT = T (5. 4. 34) 
并 由 (5. 4. 32) 的 二 式 知 
dT=dp -(VT)=(1V)-dp (5. 4. 35) 


由 (5. 4. 33) 式 还 可 以 求 得 


d T= [VT®, pppoe’ + TH bien ppp" + Tbr Pap” + 
T?.bi"papon |dé? (5. 4. 36) 


eat E E aa 


例 5.3 曲面 第 一 基本 张 量 一 asp "p ?的 梯度 Ya 不 为 零 。 
WEAR Via =V jap p 0° +b; aup np. Hbi aapon 
=V aap p "p +bigp'ng’ bp pn 
前 已 证 明 , 第 一 基本 形 系数 的 协 变 导数 为 零 , 故 第 一 基本 张 量 的 梯度 不 包括 切面 张 量 场 。 
上 式 进一步 写作 
V a= bap “np *+ p‘p in) (5. 4. 37a) 
aV = big (np "p °+ pnp *) (5. 4. 37b) 
前 已 证 明 ,三 维 或 二 维 Euclidean 空间 中 度量 张 量 的 梯度 恒 为 零 ; 而 曲面 的 第 一 基本 张 量 
是 二 维 非 Euclidean 空间 的 度量 张 量 ,其 梯度 的 切面 张 量 部 分 虽然 为 零 , 但 还 包含 非 切面 
部 分 ,这 部 分 具有 二 阶 张 量 的 特性 ,取决 于 曲面 的 弯曲 程度 。 
习题 5. 10 中 证 明 ,对 于 旋转 张 量 c= cp % ,其 分 量 的 协 变 导数 为 零 : 
V acap = Vac? 一 (5.4. 38) 
而 其 梯度 Vc 不 是 零 张 量 : 


Vic = bica (PP “n — pnp’) (5. 4. 39) 


5.5 等 距 曲面 (平行 曲面 ) 


图 5.15 示 曲面 上 任 一 点 P 的 矢 径 为 p ,3 的 参数 方程 为 

| po 一 p(61,62) (5.5.1) 
过 P 点 作曲 面 的 法 线 , 沿 法 线 与 P AEX z 的 
点 了 .的 矢 径 为 

r=p(&',é")+m(E',€") (5.5.2) 
4 P RARES 移动 时 ,P. 点 的 轨迹 所 构成 的 曲 
面 称 为 等 距 曲 面 3,, 而 曲面 3 称 为 参考 曲面 。 对 
于 每 一 个 等 距 曲 面 也 上 的 点 ,方程 (5. 5.2) 中 的 z 
是 常数 ;n 是 参考 曲面 的 单位 法 向 矢量 ,对 于 确定 
的 参考 曲面 ,其 法 线 方向 仅 取决 于 点 PP 的 坐标 
CELE?) ECET, ) 也 一 一 对 应 地 确定 了 等 距 曲 ie 
面 马上 的 点 P。。 方 程 (5.5.2) 可 以 作为 等 距 曲 面 H 
3. 的 参数 方程 ,而 (E1,8?) 也 是 等 距 有 曲面 上 与 点 P 
的 相对 应 的 P. 点 的 坐标 。 图 5. 15 表示 了 等 距 曲 图 5.15 SERM 
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HEEE 线 的 几何 意义 , 当 书 点 沿 参考 曲面 上 的 6 ,6 线 移动 时 ,P. 点 在 等 距 曲面 了 。 
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上 所 形成 的 轨迹 就 是 3, 上 的 £1,&: 线 。 
事实 上 ,(5. 5.2) 式 也 可 以 看 作 是 一 种 映射 , 它 将 点 PP 的 集合 5 曲面 映射 为 点 ,的 
集合 5. 曲面 。 本 节 将 讨论 等 距 曲 面 与 参考 曲面 上 的 基 矢 量 ,第 一 、 第 二 基本 张 量 之 间 的 
5.5.1 等 距 曲 面 的 基 矢 量 
与 (5. 1. PEE TE 
r; = Z= = Pa cise Wa 
Hy Weingarten 公式 (5. 2.1) 可 知 ,n, 是 p .的 线性 组 合 , 故 等 距 曲 面 的 协 变 基 矢 量 r 
与 参考 曲面 上 相应 的 协 变 基 矢 量 p .之 间 应 满足 线性 变换 关系 ， 


=p.tm, (@=a=1,2) (5.5.3) 


ri = fep, (a = 1,2) (5. 5. 4) 
其 中 变换 系数 fe 可 由 (5. 2. 1) 式 代入 (5. 5. 3) 式 求 得 
ff = & wb (a=a=1,2) (5.5. 5a) 


ER RATE re AP ie 上 加 了 “~” 号 ,是 为 了 表示 该 指标 所 标记 的 量 是 
属于 等 距 曲 面 的 。 事 实 上 ,(5. 5. 3) 式 与 (5. 5. 5a) 式 左右 两 端的 a 与 a 指标, 分别 标记 等 
距 曲 面 与 参考 曲面 的 量 ,但 数值 上 a 一 a。 将 p “分别 点 积 (5. 5. 4) 式 左右 两 端 ,得 到 

f=r*p"=6°— wb (w,a = a = 1,2) (5.5.5) 
(5.5. 4) 式 与 (5. 5. 5) 式 说 明 参 考 曲 面 上 的 P 忆 点 与 等 距 曲 面 上 对 应 的 了 .点 处 具有 相同 的 
法 线 , 即 P 点 与 P, 点 处 的 切 平面 互相 平行 ,因而 等 距 曲 面 .也 称 参 考 曲 面 3 的 平行 
曲面 。 

用 等 距 曲 面 的 协 变 基 矢量 也 可 以 表示 参考 曲面 的 协 变 基 矢量 ,有 逆 变 换 关 系 : 


Pri= firs (A=1,2) (5. 5. 6) 
还 可 以 定义 等 距 曲面 的 逆 变 基 矢 量 ”4 , 它 与 协 变 基 矢 量 之 间 满 足 对 偶 关系 : 
rer? =8f (=1,2) (5.5.7) 
将 (5.5.6) 式 左右 点 积 r ,利用 (5. 5.7) 式 ,得 到 
fi =pier? (A,B = 1,2) (5.5.8) 


SR HM SSS MM we RRB r’ 与 ;之 间 也 服从 线性 变换 关系 , 且 利 用 
(5.5. re 逆 变 基 矢量 的 变换 系数 就 是 协 变 基 矢 量 的 道 变换 关系 (5 5. 6) 式 中 
的 系数 /4， 

r = fap? (B= 1,2) (5.5.9) 

类 伏地 ,还 有 逆 变 基 矢 量 的 逆 变 换 关 系 

p°= fir (#=1,2) (5. 5. 10) 
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其 中 变换 系数 f 就 是 协 变 基 矢量 的 变换 关系 式 (5. 5. 4) 中 的 变换 系数 , 即 满足 
(5.5.5) 式 。 
利用 对 偶 关 系 (5. 5. 7) 式 易 证 


EP =8f (51,2) 65.5.11) 
B E ATT aR KO ES ATT 
[f= (AD = [X — b] (5.5.12) 


应 注意 的 是 ,上 述 变换 系数 Si Si 并 非 同 一 空间 两 组 不 同 坐标 系 中 基 矢 量 的 变换 系 
数 。 参 考 曲面 与 等 距 曲 面 采 用 的 是 相同 的 坐标 E ,而 FEF 是 两 个 不 同 的 曲面 (二 维 空 
间 ) 上 基 矢 量 的 变换 (映射 关系。 

变换 系数 fl 取决 于 曲面 的 第 二 基本 形 系数 0“, 换 言 之 , 即 取决 于 曲面 的 弯曲 程度 。 
在 正 交 坐 标 系 中 ,由 表 5. 1 及 (5. 5. 5) 式 可 以 直接 以 参考 曲面 的 曲率 、 扭 率 表示 如 下 


A 
.. |] +Ry PRT 
[f:]= P (5.5.13) 
在 主 坐 标 系 中 ,上 式 变 为 
; 1 + 0 
[fi J= : (5.5.14) 
0 ltp 
552 ”等 距 曲面 的 第 一 基本 形 
若 等 距 曲面 上 线 元 dr 的 弧 长 为 ds, 则 
(ds)? = dr + dr = ridé" © rgdẸ? 
定义 
Rag = Fa e rg (5.5.15) 
AN 
I = (ds)? = gigdé “dé? (5.5.16) 
为 等 距 曲面 的 第 一 基本 形 ,gaz 为 等 距 曲 面 的 第 一 基本 形 系数 。 
类 似 地 还 可 以 定义 
SF ar? (5.5.17) 


等 距 曲 面 的 第 一 基本 张 量 为 
g = garr? = g rer, = Ohrirs = rr’ (5.5.18) 
利用 (5. 5.4), (5. 5. 6), (5.5.9), (5.5.10), (5.5. 15) ACS. 5. 1D, AY UR SE H 
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面 与 参考 曲面 的 第 一 基本 形 系数 间 的 变换 关系 为 


Si 二 fifi, (5.5. 19a) 
ei ae (5.5. 19b) 
ay = fof ee (5.5. 19) 
a= fif ig” (5.5. 19d) 


将 等 距 曲 面 与 参考 曲面 基 矢 量 的 变换 关系 (5. 5. 9) 式 、 第 一 基本 形 系数 间 的 变换 关系 
(5.5.19) 式 ,以 及 变换 系数 间 所 服从 的 (5.5. 11) 式 代入 (5. 5. 18) 式 ,我 们 发 现 ,等 距 曲面 
与 参考 曲面 互相 对 应 的 点 P. 与 P 处 虽 具 有 不 同 的 第 一 基本 形 系数 ,但 却 具有 相同 的 第 一 
基本 张 量 实体 : 

8 一 garr’ =a ppp =a (5. 5. 20) 


5.5.3 参考 曲面 的 第 三 基本 形 


根据 (5. 5.5) 式 和 (5. 5.19) 诸 式 , 可 以 由 参考 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形 系数 求 得 等 距 
曲面 的 第 一 基本 形 系数 
gp 一 OE — 2°) (84— by Day 
=a,,—2x, +2,  (@=a,8=f=1,2) (5. 5. 21) 
当 z=0 时 ,gig 就 是 参考 曲面 的 第 一 基本 形 系数 4a。,。 上 式 中 
Vig = 6, bpd, = bbna” =b bp (a,B= 1,2) (5. 5. 22) 
称 为 参考 曲面 的 第 三 基本 形 系 数 。 
参考 曲面 的 第 三 基本 形 系数 与 其 第 一 、 第 二 基本 形 系数 之 间 有 以 下 关系 : 
vg =— bH —a,,K (5. 5. 23) 
AF H 为 曲面 的 平均 曲率 ,天 为 曲面 的 Gauss 曲率 。 上 式 可 以 这 样 证 明 :将 (5. 5. 22)， 
(5. 1.50) 和 (5. 3. 14) 式 依次 代入 下 式 左 端 ,得 到 
vat baH = (bubo — baba) a” = Raupa” 
由 Riemann-Christoffel 张 量 的 对 称 与 反对 称 性 (5. 3. 12) 诸 式 及 旋转 张 量 的 反对 称 性 ， 
可 证 
Rawg 一 Ke lug (a,8,A,w = 1,2) (5.5. 24) 
故 
vg F baH = Keveoa™ 
将 c-6 等 式 (5. 1.73) 代 和 人 上 式 ,得 到 
Vig +b,,H = K(a,,,4 xp 一 G42, a” = K(a,, — 2a,,) 一 一 aK 
故 (5. 5. 23) 式 得 证 。 
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由 (5. 5. 21), (5.5. 23) 式 可 以 看 出 , 若 在 参考 曲面 上 6: ,6 线 互相 正 交 但 非 主 坐标 ， 
即 a 二 0,b1z 关 0, 则 在 等 距 曲 面 上 &' 与 4” 线 不 正 交 ,gz 天 0。 只 有 当 6 ,8 是 参考 曲面 
的 主 坐标 时 , 它 同 时 又 是 等 距 曲面 的 正 交 坐标 。 

定义 曲面 的 第 三 基本 形 为 


M = v,,de*de’ (5.5. 25) 
第 三 基本 形 的 几何 意义 可 以 这 样 理解 :将 (5.5.3) 式 代入 (5.5.15) 式 , 则 
Ep = (Pat Ms.) $ (gt Mop) 
比较 上 式 与 (5. 5. 21) 式 的 2 项 , 知 


Y 


ap rag * Mog (5. 5. 26a) 
故 
vdé “de” = (ns,.dé°)» (n,gdẸf) = (dn) + (dn) = (Cdn)? (5.5. 26b) 


上 式 的 几何 意义 如 图 5.16 示 。 


n+2 de 


ag 


图 5.16 第 三 基本 形 的 几何 意义 


将 (5. 5.23) 式 及 第 一 、 第 二 基本 形 的 定义 式 代入 (5. 5.25) 式 ,得 曲面 的 第 三 基本 形 与 
第 一 、 第 二 基本 形 的 关系 


HH=—-HI—KI l (5.5.27) 
还 可 以 定义 vep “o 为 曲面 的 第 三 基本 张 量 ,由 (5. 5. 22) 式 : 
vep °P 4 一 bbma” pp Bo bebe ppe =p (5.5.28) 
由 (5. 5. 23) 式 知 , 曲 面 的 第 三 基本 张 量 与 第 一 、 第 二 基本 张 量 之 间 满 足 : 
b? 一 一 Hb 一 Ka (5.5.29) 
上 式 可 以 写作 
b + Hb + Ka = 0 (5.5. 29a) 


回顾 5. 1 节 中 第 二 基本 张 量 的 特征 方程 (5.1. 43) 式 和 平均 曲率 H, Gauss 曲率 K 的 定 
义 (5.1. 50) 式 与 (5.1.51) 式 ,8 的 特征 方程 (5.1.43) 式 也 可 写作 

a’ + HA+K = 0 (5.5. 30) 
H,K 分 别 为 b 的 第 一 .第 二 主 不 变量 。 可 见 (5. 5. 29a) 式 就 是 二 阶 张 量 的 
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Cayley-Hamilton 等 式 。 


5.5.4 等 距 曲 面 上 面 元 的 面积 


与 参考 曲面 的 (5. 1. 21) 式 相 类 似 , 等 距 曲 面 上 由 两 对 坐标 线 EE dEl, E, E? + 
dé? 所 围 成 的 曲 边 四 边 形 面 元 为 
dA = rz X ry dê dê? = nVgdé'dé? (5. 5. 31) 
上 式 中 
g = det( gig) = det(aus — 22bag + 27 Yap) 一 
a — 22(an be + azb — 2a120b12) + z £4 (bi bee — biba) 十 (as + azv — 2an) ] + 
22° (bi V22 + bz — 2biz viz) + zt det reg) } (5. 5. 32) 
#F(5. 1. 20a), (5. 1.50), (5. 1.51) 5 (5.5. 2 KAA ER, ERA 
—aH=ab"., =aa"b,, = (11 bz: +92 by, — 2a12b12) 
Car Y22 F221 — 21242) = aava =a. = —b.,H —a’. K =H’ —2K 
(B11 M29 十 po — 2b 12) =bH +a HK =2aHK 
将 上 述 各 式 代 入 (5. 5. 32) 式 ,得 到 
g= all +2Hz + (H? +2K)2? +2HKz? 十 Kz] 
= a(l + Hz + Kz’)? (5. 5. 33a) 


或 用 曲面 的 主 曲率 六, 天 -表示 H 4K, 


=a(1+2) (1 +) (5.5. 33b) 
上 式 也 可 以 利用 (5. 5. 31) 式 证 明之 。 将 (5. 5. 3) 式 代入 (5. 5. 31) 式 并 展开 之 ,利用 
(5. 2. 1),(5.1.50) 及 (5.1.51) 式 , 则 
Vgn = ry X ry = (pit zn n) X (ps zn,s) 
= PiX Pot z(pixn,ztn, Xe.) +2? (ny Xn,) 
= [1 — 206, +2) +22 (bib, — bab) (1X p2) 
= (1l+2H+2’K) Jan 


Ve=A+2H+2K) Ja = (146) (1+ pg Wa 6.5. 34) 


5.5.5 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 
与 参考 曲面 的 (5. 1. 28) 式 相 类 似 ,可 定义 等 距 曲面 的 第 二 基本 形 系 数 di ,利用 
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(5. 1. 28a) , (5. 5.3) 和 (5. 5. 22) 式 ,可 将 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 系数 用 参考 曲面 的 第 二 、 
第 三 基本 形 系数 表示 如 下 : 
dzg=— r; + ng =— (02 — wb) par ng = (82 — zb; dag 

= bag — ZVap (5. 5. 35) 
将 (5.5.23) 式 代入 上 式 , 则 等 距 曲 面 的 第 二 基本 形 系数 还 可 以 进一步 用 参考 曲面 的 第 一 、 
第 二 基本 形 系数 及 其 平均 曲率 H.Gauss 曲率 K 表示 为 

diy = ba (1 + 2H) +2Ka,, (5.5. 36) 

由 上 式 可 知 , 当 坐 标 EE 采用 参考 曲面 的 主 坐 标 时 , 它 也 是 等 距 曲 面 的 主 坐标 。 换 言 
之 , 当 aws 一 bz 一 0 时 ,g1z 二 drz 二 0。 所 以 对 于 解决 许多 有 关 薄 过 的 问题 ,采用 主 坐 标 系 
将 是 方便 的 。 


5.5.6 ” 主 坐 标 系 中 等 距 曲 面 的 几何 参数 


在 主 坐 标 系 中 ,可 以 用 Lame 参数 A,B 及 主 曲率 二 ,起 表示 参考 曲面 的 第 一 、 第 二 基 


本 形 系 数 , 见 表 5. 1 示 。 参 考 曲面 的 第 三 基本 形 系 数 为 
A? 


r= TRD?’ vs = 0, 
(5. 5. 37) 
B? 
Ya = (Ro)? 


由 (5.5.21) 和 (5.5.35) 式 ,可 将 等 距 曲 面 的 第 一 、 第 二 基本 形 系 数 用 上 述 参 考 曲 面 的 
几何 参数 表示 。 


grr = A’? 1+Ě), gry 一 0， gr = B(It =) (5. 5. 38) 
—. +2) de? + Be (14% -) dy? (5.5. 39) 
dir = a | 

dry =0 

dys --2(1+#) (5. 5. 40) 
Y--& (1+ -jae — E (1+ E ay (5.5.41) 
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acer ee 


l dz _ 1 
A a ar (5.5.42) 
上 述 (5. 5.38), (5. 5.42) 式 具有 十 分 明显 的 几何 意义 ,如 图 5.17 示 。 
B(1+ % ae? 
+e 
图 5.17 主 坐 标 系 中 的 参考 曲面 与 等 距 曲面 
习 题 
5.1 取 圆 柱 面 上 的 Gauss 坐标 为 (6,p) , 见 图 5. 18, 
R ragba EERE ,六 ,平均 曲率 ,Gauss 曲率 。 
Zz 
eae 


a 
图 5.18 圆柱 面 图 5.19 旋转 曲面 


5.2 已 知 : 旋转 曲面 上 的 Gauss 坐标 为 (0,z) , 见 图 5. 19, 曲 面 上 点 的 矢 径 
p = flz)coshi + f(z) sind + zk 


1 1 
KR: dap ba » EHH AE R, Ph Gauss Hh 


5.3 1.14 题 中 的 斜 圆 锥 面 上 ,已 求 得 (0,z) 坐 标 系 中 
RZ RCz . 


— EZ sind Wi + R? + C2 + 2RCcos0) 


R: bag EERE po FHR, Gauss 曲率 。 


y f] af aw 了 wf 了 
5.4 求证 : erma Tr, — ah i 


5.5 RET = LE 

5.6 求证 :单位 矢量 的 求 导 公式 (5. 2. 15a,b) 式 ,并 进一步 求证 正 交 系 中 的 单位 矢量 
求 导 公式 (5. 2.17) 式 。 

5.7 求 题 5. 1 中 国 柱 面 上 ($,9) 坐标 系 中 的 Da. Ber 一 p /Ai,e =P 2/Ar Ñ: 
jb, 7=1,2). 

5.8 求 例 5. 1 中 的 圆 环 曲面 上 (9,9) RRP De Rinzo Be 一 p 1/Ai,e = 
P2/Ar sk: Se aa (@B,Y=1,2). 

5.9 对 于 圆 环 曲面 ,验证 Codazzi 方程 与 Gauss 方程 。 

5.10 已 知 :旋转 张 量 C= cp P o 

R: Vace 

5.11 已 知 : 题 5.1 中 的 圆柱 曲面 有 位 移 场 u=wup tu n=ue +u: 十 Usn; 

R: 圆柱 曲面 的 位 移 梯度 wV 。 切 面 内 应 变 分 量 E O u V 的 对 称 部 分 ) ,eu 的 物理 
AYE EE, Ec, (E 一 E90 "Pp? 一 Ete1C1 十 Eyez@: 十 Eeo (e162 十 eze1))。 其 转动 矢量 分 量 Ya CR 
决 于 wuV 的 反对 称 部 分 人 Ysp “P ?加 非 切 面部 分 Yonp“) ;7 对 应 的 物理 分 量 Y(1,yY《2》 
(w =V. p +n=7(1)e t+7y2)e +n). i 

5.12 已 知 : 圆柱 壳 中 的 内 力 素 可 表示 为 并 矢 式 :T 一 Tepups 一 Nenap p= T: eie + 
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Treze@ 十 To(ee 十 ce) 一 (Nenel 十 Nonrez), 其 中 To 为 切面 内 力 , N4 为 横 前 力 。 所 受 外 
HA X=X"*p.=X61de,4+- X<2e,, 

试 列 出 分 别 以 T 的 张 量 分 量 和 物理 分 量 表示 的 圆柱 壳 平衡 方程 T .Vv =0, 

5.13 求 例 5. 1 中 的 圆 环 曲面 上 (9, 9) 坐标 系 中 的 第 三 基本 形 系数 wp ,距离 参考 曲 


面 为 z 的 等 中 曲面 的 第 一 基本 形 系数 ey EAR. 
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第 6 章 张 量 场 函 数 对 
参数 的 导数 


以 前 各 章 所 研究 的 张 量 场 均 只 是 空间 位 置 ( 坐 标 ) 的 函数 ,而 与 其 他 参数 无 关 。 在 连 
续 介 质 力 学 的 许多 领域 中 , 张 量 场 往往 还 随 坐 标 以 外 的 某 些 参 数 而 变化 。 例 如 在 动力 学 
和 流体 力学 问题 中 , 张 量 场 随时 间 t 而 变化 ;在 变形 固体 静 力 学 问题 中 , 当 超 出 线 弹 性 范 
围 后 (例如 塑性 和 粘 弹 性 问题 ) ,就 必须 考虑 变形 历史 的 影响 。 为 此 需 引 入 一 个 描述 变形 
进程 的 参数 (例如 可 取 时 间 、 载 荷 大 小 或 塑性 区 尺寸 等 )。 物体 内 的 应 力 场 和 位 移 场 都 将 
同时 是 这 个 参数 和 坐标 的 函数 。 下 面 一 律 用 上 来 表示 参数 。 

本 章 讨论 张 量 随 参 数 t 变化 时 的 导数 。 这 是 研究 连续 介质 力学 问题 时 必须 具备 的 数 


学 知识 。 
6.1 质点 运动 


物体 是 由 质点 组 成 的 。 在 任何 时 刻 , 只 要 组 成 物体 的 各 质点 的 位 置 已 知 , 则 物体 的 形 
状 也 就 确定 了 。 田 一 方面 ,许多 物理 量 , 例 如 位 移 、 速 度 、 加 速度 、 力 、 密 度 等 也 都 是 定义 在 
质点 上 的 。 所 以 在 研究 整个 物体 以 前 ,本 节 先 讨论 单个 质点 的 运动 以 及 定义 在 质点 上 的 
矢量 的 变化 。 
6.1.1 质点 的 运动 速度 
前 面 已 指出 ,任意 空间 点 的 位 置 可 以 用 矢 径 
r=r(z',2’,2°) = r(t) f (6.1.1) 
来 表示 。 相 邻 两 空间 点 的 矢 径 差 为 | 
dr = Z da = dz'g, (6.1.2) 
其 中 
or 


8 = 5 一 gi(a*) (6.1. 3) 
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为 协 变 基 矢 量 , 它 也 是 空间 点 位 的 函数 。 

现在 研究 某 个 在 空间 中 运动 着 的 质点 ,该 质点 在 不 同时 刻 占有 不 同 的 空间 点 位 ,例如 

在 上 时 刻 占 有 位 置 忆 ,而 在 t 十 dt 时 刻 占有 位 置 P'( 见 图 6. 1) 。 如 果 选 用 固定 在 空间 的 参 
考 坐 标 , 则 运动 质点 的 坐标 值 x ,因而 矢 径 7, 将 是 时 间 参 数 1 的 函数 , 即 

r= r(zi(t)) (6. 1. la) 


x3(2) x3(t+di) 


x?(t+df) 


g (Hdi) . 


xl(t+dt) 
图 6.1 


当 参 数 上 变化 de 时 , 按 复合 函数 求 导 规则 得 矢 径 > 对 i 的 导数 为 0 


Ur OP aie (6. 1. 4a) 


应 该 指出 ,这 里 的 g; 是 运动 质点 该 时 刻 所 在 位 置 处 的 瞬时 基 矢 量 。 本 来 按 
(6.1.3) 式 定义 的 g; 是 固定 坐标 系 的 基 矢 量 , 它 仅 是 空间 点 位 的 函数 ,与 参数 1 无 关 ， 
但 由 于 质点 在 运动 ,不 同时 刻 占 有 不 同 的 空间 位 置 , 所 以 瞬时 基 矢 量 是 间接 地 与 参数 
有 关 的 , 即 | 

gi = gi(x*(t)) (6. 1. 3a) 

质点 的 运动 速度 v 等 于 该 质点 的 矢 径 对 参数 上 的 导数 。 把 它 对 质点 的 瞬时 基 矢 量 

分 解 


oe dr = (6. 1. 4b) 
和 (6. 1. 4a) 式 相 比 得 
PEE E (6.1.5) 
dt 


即 质点 速度 的 逆 变 分 量 等 于 质点 坐标 对 参数 上 的 导数 ,显然 它 仍 是 参数 t 的 函数 。 


D (6.1.2) 式 dr 表示 空间 两 相 邻 点 位 的 矢 径 差 ,(6. 1. 4a) 式 中 dr 表示 同一 质点 在 dt 时 间 间 隔 内 矢 径 r 的 变化 
(即位 移 )。 
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6.1.2 任意 矢量 对 参数 的 导数 


把 定义 在 质点 上 的 任意 矢量 u) (例如 质点 的 速度 .加 速度 等 ) 对 瞬时 的 协 变 基 或 道 
变 基 分 解 , 得 
u(t) = ui (t)gi(2*(t)) = u(t) gi (x(t)) (6.1. 6) 
HERE u 对 上 求 导 时 ,应 同时 考虑 分 量 和 基 矢 量 的 变化 。 以 按 协 变 基 分 解 式 为 例 , 则 


du(t) _ dui(t) m Am (x* (t)) 
dt dt g: +u dt 


为 了 方便 ,将 右 端 第 二 项 中 的 哑 指 标 改 名 为 m。 利 用 复合 函数 求 导 规 则 和 协 变 基 矢 量 对 
坐标 的 导数 公式 (4. 1. 4) ,有 


dgn _ 98m drt i dz? 


dt ar ae de 
代入 前 式 , 并 利用 (6.1.5) 式 , 则 


du(t) dui) | m pi Du' 

are = ( 十 27 Tun B = Dr 8， (6.1. 7) 
Dui du’ m, kpi 
De = ETE 十 wv" Vin (6.1.8) 


称 为 矢量 分 量 wi 对 参数 上 的 全 导数 。 其 中 右 端 第 一 项 反映 了 分 量 wv 随 参数 上 的 变化 ,第 
二 项 反映 了 因 质 点 运动 引起 点 位 变化 而 导致 的 瞬时 基 矢 量 的 变化 。 可 以 看 到 ,如 果 质 点 
无 运动 (w= 二 0) 或 参考 坐标 系 的 基 矢 量 与 点 位 无 关 (T%, =0, 例 如 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ), 则 
第 二 项 为 零 ,全 导数 就 等 于 分 量 导数 : l 
Du! _ dwi 
Dt dt 
同 理 , 由 (6. 1. 6) 式 中 对 逆 变 基 的 分 解 式 并 利用 逆 变 基 矢 量 对 坐标 的 导数 公式 

(4. 1.19) 可 得 


(6. 1. 8a) 


du Du; į 


dt Dee (6.1.9) 


其 中 
Du; _ du; 


paced ee k prn 
Di de un? Try (6.1.10) 


应 该 指出 :矢量 u 和 参数 : 都 是 与 坐标 选择 无 关 的 物理 量 , 所 以 中 也 是 与 坐标 选择 无 关 的 


矢量 。 由 (6.1.7) 和 (6. 1. 9) 式 可 知 ,全 导数 中 和 了 分 别 是 矢量 他 的 着 变 和 协 变 分 量 ， 
它们 满足 如 下 指标 升降 关系 : 


- = gi Sti (6.1.11) 


但 是 分 量 导 数 % 和 5 之 间 并 不 存在 指标 升降 关系 。 因 为 (6. 1. 8) 和 (6. 1. 10) 式 表明 ,全 


导数 由 两 项 组 成 ,其 中 第 二 项 包含 Christoffel 符号 , 它 并 不 是 张 量 ,因而 第 一 项 分 量 导数 
也 不 可 能 是 矢量 的 分 量 , 所 以 不 存在 指标 升降 关系 。 


如 果 把 任意 矢量 u 取 为 质点 速度 o , 则 人 2 就 是 质点 的 加 速度 a。 由 以 上 讨论 可 知 ,a 


对 瞬时 协 、 道 变 基 的 分 解 式 为 | 
a= ag; = aig’ (6. 1. 12a) 
a= rh C6.1. 12b) 
a= ve 一 du — vnv Te C6. 1. 12c) 
6.1.3 ”举例 


利用 上 述 矢 量 对 参数 的 导数 公式 ,可 以 计算 各 种 曲线 坐标 中 质点 速度 和 加 速度 的 张 
量 分 量 和 物理 分 量 。 举 例如 下 。 
在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 张 量 分 量 和 物理 分 量 无 区 别 ,有 


ee ee: 
= dt? ? dt?” dt 

dvs a = W, a, _ du 
dd 


在 圆柱 坐标 系 中 为 
TX!=r,7X =0 č =z 


gu = l, gn = r, £3 = 1 (其 余 分 量 为 零 ) 
Te = rh = È, Th 一 一 r (其 余 分 量 为 零 


速度 v 的 张 量 分 量 为 
1_ dr ， 2 dd 5 3 __dz_: 
OS oS tg A a (6.1.13) 
APU RUST, AY + ”表示 对 时 间 的 导数 ,(O =d()/d。 物 理 分 量 为 
_ dr _ rd _ de 
wD = Fy 62) =, v8) = (6.1.14) 


加 速度 a 的 张 量 分 量 为 


第 6 章 张 量 场 函数 对 参数 的 导数 


1 _ Dv _ dv! mkTl — 3° __ 92 

pe de ee Ce ee ae 

2 Dv _ dv’ pe a ee 2.. 

a= Di = y Oe Ta 50 Hro ， (6. 1. 15) 

3 — Dv’ dv MY 一 > 

< Dt d aa tee 

物理 分 量 为 

asl) =r — rọ? 
ak2 = rf +270 (6. 1. 16) 
aay = z 


考虑 图 6.2 所 示 作 平面 圆周 运动 的 管子 ,管内 流体 沿 管 轴 方 向 流动 , 则 以 上 三 式 给 出 
了 流体 质点 的 运动 学 关系 式 。 可 以 看 到 , 径 向 加 
速度 a《1) 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 流体 对 管 壁 的 
相对 加 速度 > , 另 一 部 分 是 由 管子 作 圆周 运动 所 
引起 的 牵连 加 速度 一 + 6:。 同 样 , 切 向 加 速度 
a《2) 也 由 两 部 分 组 成 ,一 部 分 是 由 管子 作 圆 局 运 
动 所 引起 的 牵连 加 速度 r0 , 另 一 部 分 则 是 哥 式 
加 速度 2r6 。 
对 于 常用 的 坐标 系 , 可 以 直接 用 正 交 标 准 化 es 
基 矢 量 的 求 导 公式 求 得 质点 速度 与 加 速度 在 曲线 坐标 系 中 的 表达 式 。 例 如 在 圆柱 坐标 系 
中 , 设 正 交 标准 化 基 为 €, 90g @, ,其 中 €, C0» Cz 各 为 沿 坐 标 r ,0,z 变化 的 方向 的 单位 矢量 。 
. e,,@,e: 随 点 位 而 变化 ,因此 它们 都 是 坐标 ~,9,z 的 函数 。 当 质点 运动 时 ,质点 位 置 处 的 
单位 矢量 6, ,es,e; 方向 通过 ~,0,z 的 变化 而 随时 间 上 不断 变化 。 由 复合 函数 求 导 公式 ,有 


e = 3 1 1 ge 
_ 2e Jess Ies: 
e= ar” t g t Ae? (6.1.17) 
gp -ae 4 Mag, ae， 


or 30 az í 
将 圆柱 坐标 系 中 单位 基 矢 量 eee, 对 坐标 r ,90,z 的 导数 公式 (4. 9. 15)( 见 4.9.2) 代 入 
EX, 
e, = be, eg =—6e,, e =0 (6. 1. 18) 
HX, (6. 1. 18) 式 很 容易 直观 写 出 ,无需 上 述 推导 。 
设 质 点 矢 径 7, 速 度 v ,加 速度 a 的 表达 式 各 为 


232... 


ad ee 


r= re, 
U = v,e, + ues + Ves (6.1.19) 
a = a,€, + aes +a., 
AFP v svv 为 速度 的 物理 分 量 , 即 0X1, 062), u3) a saosa; 为 加 速度 的 物理 分 量 , 即 
a《1),a《2》 ,a《3》。 利 用 矢 径 +, 速度 vw 与 加 速度 a 的 关系 有 


_dr_. _dv_: 


UT eae (6. ib 20) 
¥% (6.1.19) FRAC. 1. 20) ,并 利用 (6. 1. 18) ,可 得 
v=% -hus n= (6, 1.21) 
a, = 0, w=? 


as = v,f +v = rb +276 (6. 1. 22) 
a: =v, =? 
式 (6.1.21) 就 是 式 (6. 1.14), FR (6. 1.22) 就 是 式 (6. 1. 16) 。 读 者 应 该 学 会 在 常用 的 坐标 
系 中 ,不 用 任何 书 中 的 公式 ,直接 地 用 直观 迅速 导出 以 上 及 类 似 的 公式 。 


6.2 Euler 坐标 与 Lagrange 坐标 


下 面 来 研究 由 许多 质点 组 成 的 连续 介质 。 在 连续 介质 中 ,不 同 质点 在 同一 时 刻 占有 
不 同 的 空间 点 位 ,这 描述 了 在 该 时 刻 连续 介质 各 质点 所 在 的 位 置 ,或 者 说 ,这 描述 了 连续 
介质 在 该 时 刻 的 构 形 。 另 一 方面 ,同一 质点 在 不 同时 刻 也 占有 不 同 的 空间 点 位 ,这 说 明了 
该 质点 的 运动 规律 ,而 所 有 各 质点 的 运动 规律 也 就 构成 了 连续 介质 的 运动 规律 。 有 两 种 
描述 连续 介质 运动 的 方法 。 


6.2.1 Euler 坐标 
Euler 坐标 是 固定 在 空间 中 的 参考 坐标 ,又 称 空 间 坐 标 或 固定 坐标 , 记 做 zi。 它 不 随 


质点 运动 或 时 间 参 数 ¢ 而 变化 ,是 一 种 描述 物体 运动 的 静止 背 & 
景 。 每 组 Euler 坐标 值 z' (i 二 1,2,3) 定 义 了 一 个 固定 点 位 。 B2 o 
如 用 矢 径 r 来 表示 空间 点 位 , 见 图 6. 3, 则 如 (6.1.1) 式 , 即 2 
EEr (6.2.1) #6 
以 dr 表示 相 邻 两 质点 间 的 线段 , 则 
dr = dz‘g; (6, 2. 2) r 
其 中 , 协 变 基 矢量 


0 


eee ioe = gi(x*) (6. 2. 3) 
是 随 空间 点 位 而 变化 的 。 在 以 前 各 章 中 ,所 讨论 的 都 是 固定 在 空间 的 Euler 坐标 。 利 用 
前 面 知识 可 直接 写 出 度量 张 量 
G = gsg'g’s gj = 8: ° gj (6. 2. 4) 
和 Christoffel 符号 的 计算 公式 , 见 (4.1.15) 与 (4.1.18) 式 。 它 们 都 是 与 参数 :无 关 的 。 
质点 的 运动 在 Euler 坐标 系 中 表现 为 :同一 质点 在 不 同时 刻 占 有 不 同 的 空间 点 位 , 因 
而 质点 的 Euler 坐标 值 是 随 参 数 : 而 变化 的 ,如 (6. 1. 1a) 式 , 即 
ho = Me (ai u) (6. 2. la) 
于 是 ,和 质点 瞬时 位 置 相关 的 基 矢 量度 量 张 量 和 Christoffel 符号 等 也 都 通过 质点 坐标 
Xx'(t) 间 接地 与 参数 1 有关 了 。 不 同 的 质点 有 不 同 的 运动 规律 ,在 (6. 2. 1a) 式 中 用 下 标 
“(人 ”加 以 区 别 。 


6.2.2 Lagrange 坐标 


Lagrange 4 FRÆ REH LALE BEW A — EZ I RS ER 
PAM CE 6 。 无 论 物体 怎样 运动 和 变形 ,每 个 质点 变 到 什么 位 置 ,同一 质点 的 
Lagrange 坐标 值 是 始终 保持 不 变 的 。 所 以 每 组 Lagrange ERE E G =1,2, 98 LT — 
个 运动 着 的 质点 。 我 们 有 时 就 用 6 表示 质点 ,就 好 像 用 姓名 表示 一 个 人 一 样 ,无 论 这 个 
人 走 到 哪里 ,他 的 姓名 不 变 。 

Lagrange 坐标 的 这 一 特性 可 以 用 图 6.4 来 说 明 。 考 虑 变形 前 在 &! 坐标 线 上 的 三 个 
质点 O,A,B, ENN E? ME 坐标 值 均 为 零 。 由 于 Lagrange 坐标 是 嵌 在 质点 上 的 ,所 以 
变形 后 三 个 质点 的 新 位 置 O A’ Bh AE — ARE) 坐标 线 上 , 且 新 坐标 值 8? AE? 仍 均 
为 零 。 虽 然 弧 段 OA 和 AB" 可 以 比 原 长 OA 和 AB 为 长 (或 短 ) ,但 由 于 度量 的 尺子 (坐标 
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系 ) 也 发 生 了 完全 相同 的 伸 长 (或 缩短 ) ,所 以 读数 (O' ,A',B' 各 点 的 新 $1 坐标 值 ) 仍 保持 
不 变 。OAB 是 变形 前 的 &' 坐标 线 ,O'A'B’ 是 变形 后 的 &' 坐标 线 ,它们 是 由 相同 的 一 些 
质点 组 成 的 。 对 于 其 他 质点 也 可 作 完 全 类 似 的 解释 。 
在 变形 前 :==0 时 刻 物体 的 初始 形态 中 , 矢 径 


r=rcé‘y i (6.2.5) 
是 随 质点 ( 即 Lagrange 坐标 值 站 而 异 的 。 相 邻 两 质点 间 的 线段 为 
dr = dé ig; (6. 2. 6) 
其 中 
g: 一 oF = gE) (6. 2. 7) 


是 t=0 时 刻 Lagrange 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 , 它 也 是 随 质点 而 异 的 。 由 此 可 求 得 初始 构 
形 中 ( 即 :一 0 时 ) 的 度量 张 量 
G= gj g gÍ, gy =8:° 8; (6. 2. 8) 
并 进一步 由 (4. 1. 15) 与 (4. 1. 18) 式 求 得 相应 的 Christoffel 符号 。 这 里 用 每 个 量 上 面 的 
小 圆圈 “。” 表 示 t= 0 时 刻 的 值 。 
下 面 来 研究 物体 变形 后 的 构 形 。 如 图 6.4 所 示 , 变形 使 组 成 物体 的 各 个 质点 运动 到 
新 的 空间 位 置 。 相 应 地 , 矢 径 > 由 初始 位 置 r BH 
r=r(é‘,t) (6. 2.9) 
这 里 7 是 坐标 :和 参数 t 的 函数 了 。 但 坐标 :本身 与 无关, 因为 无 论 物体 怎样 变形 , 同 
一 质点 的 Lagrange 坐标 始终 保持 不 变 。 对 此 ,我 们 说 Lagrange 坐标 是 随 物 体 一 起 变形 
的 ,或 称 “ 随 体 ” 的 。 质 点 坐标 和 时 间 参 数 能 各 自 独立 变化 ,这 是 Lagrange 描述 法 的 主要 
现在 把 上 固定 , 即 考虑 变形 过 程 中 上 t 时 刻 物体 的 构 形 ， 则 连接 相 邻 两 质点 的 线段 为 


dr = a ag = deg, (6. 2. 10) 


Pa arene 为 明确 起 见 ,有 时 也 记 为 (3 ) 。 而 

È= 36 
是 上 时 刻 Lagrange 坐标 系 的 协 变 基 矢 量 , 它 是 随 点 而 异 的 。 由 于 Lagrange 坐标 系 是 随 
物体 一 起 变形 的 ,由 (6. 2. 9) 式 ,在 不 同时 刻 6, 矢 径 ? AAR E 的 函数 关系 也 不 相同 ,所 
以 就 整个 变形 过 程 来 说 , 基 矢 量 名 又 是 参数 : 的 函数 。 由 名 可 以 求 得 各 瞬时 Lagrange 


= g,(&* ,7) (6. 2.11) 


© (6.2.9) 式 与 (6. 2. 1a) 都 表示 矢 径 > 依赖 于 6 He, (6.2.90 Ei EA HRR, C6. 2. 1a) 式 则 用 下 标 
“ORRA 的 依赖 性 。 


RR ee 


坐标 系 的 度量 张 量 

G = pyg'gi, gs = gi * 8; (6. 2.12) 
以 及 相应 的 Christoffel 符号 Ôi. CERESA i MBL. 4-0 tte CAT 
等 就 各 化 为 g GMER., 

比较 两 种 描述 方法 可 以 看 到 :在 Euler 坐标 系 中 ， 物体 的 变形 表现 为 同一 一 质点 坐标 x 
的 不 断 变化 ,而 坐标 系 x' 本 身 保持 不 变 ( 见 图 6.3). E Lagrange 坐标 系 中 ,物体 的 变形 
表现 为 坐标 系 E 本 身 性 质 (g ogs 总 等 ) 的 不 断 变化 ,而 质点 坐标 E 保持 不 变 。 

由 于 Lagrange 坐标 的 这 个 优点 ,使 推导 公式 更 为 方便 。 例 如 在 求 任何 量 的 物质 
导数 时 ,只 需要 保持 E 不 变 , 对 时 间 t 求 导 ; 而 若 采 用 Euler 坐标 系 zi, 则 求 物质 导数 时 ， 
不 但 要 考虑 时 间 上 的 变化 ,还 要 考虑 由 于 质点 的 运动 , zx: 也 随时 间 变 化 。 但 采用 
Lagrange 坐标 系 的 缺点 是 它 只 能 是 曲线 坐标 系 。 即 使 在 变形 前 :一 0 时 刻 为 笛 卡 儿 直 
角 坐 标 ,三 族 坐 标 线 (#1 二 const) 都 是 相互 正 交 的 直线 ,但 在 变形 后 t 时 刻 这 些 坐 标 线 随 着 
物体 质点 的 变 位 都 变 成 曲线 。Euler 坐标 x 的 优点 是 坐标 只 与 空间 的 点 位 有 关 , 如 果 我 
们 采用 笛 卡 儿 直角 坐标 , 三 族 坐 标 线 (xi = const) 不 管 物体 如 何 运动 ,始终 保持 是 直线 。 
因此 最 方便 的 做 法 是 用 Lagrange 坐标 系 推导 公式 ,然后 转换 到 Euler 坐标 系 ( 可 采用 笛 
卡 儿 直角 坐标 系 ) 中 进行 计算 。 


6.2.3 两 种 坐标 系 的 转换 关系 


上 面 引进 了 两 种 坐标 系 来 描述 同一 个 物理 现象 一 一 物体 的 运动 和 变形 ,显然 它们 之 间 
必 存 在 某 种 转换 关系 。 由 (6. 2. 1) 与 (6. 2. 9) 式 物体 的 Euler 坐标 x 是 因 质 点 而 异 的 ,每 个 
质点 的 Euler 坐标 又 是 随时 间 而 变化 的 ,所 以 Euler 坐标 2° 是 质点 和 时 间 的 函数 。 在 
Lagrange 坐标 系 中 ,质点 和 时 间 分 别 用 坐标 E 和 参数 1 来 表示 ,于 是 (6. 2.9) 可 表示 成 
ai = 2'(&’,t) l (6. 2. 13) 
该 式 给 出 了 两 种 坐标 的 转换 关系 。 这 个 转换 关系 (6. 2. 13) 式 是 随 参 数 上 而 变化 的 。 对 于 
确定 的 时 刻 1, 上 式 化 为 该 瞬时 两 个 “静止 ”坐标 之 间 的 转换 关系 。 第 1 章 1.4 节 中 导出 的 
转换 系数 公式 和 基 矢 量 以 及 任意 张 量 分 量 的 转换 公式 现在 都 同样 适用 (只 要 把 Ei 看 作 
x 4g; RIRE ,8' 看 作 gf ) 。 例 如 ， ain pane 


3 k ean ag! 
Si; 一 Bj Sri om Bi 一 了 ax 
gi= gi = i = gi a, (6. 2.14) 


ce 互 求 导 时 参数 应 看 作 常 数 。 
6.24 ”质点 速度 和 物质 导数 
物理 和 力学 问题 中 的 研究 对 象 绝 大 多 数 都 是 定义 在 连续 介质 各 质点 上 (而 不 是 空间 
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点 上 ) 的 标量 场 .矢量 场 和 张 量 场 。 作 为 基本 例子 ,6. 1 节 中 已 讨论 过 单个 质点 的 运动 速 
度 , 即 失 径 x 对 时 间 zt 的 导数 


dr 
dt 
对 于 由 许多 质点 组 成 的 连续 介质 , 矢 径 > 同时 与 质点 和 时 间 有 关 , 即 (或 以 (6.2. 13) 代 入 
(6. 1.1) 式 ) 


v= (6. 2. 15) 


r= r(z'(€’,t)) (6. 2. 16) 
为 了 求 介质 中 以 Lagrange R E 为 标志 的 那个 质点 的 速度 ,可 以 令 E 保持 不 变 ( 即 
观察 同一 个 质点 ) 而 对 上 求 偏 导数 


or ar /9x’ mete: 
a eae = reat a k = gv (6, 2.17) 


这 是 速度 vw 对 Euler 坐标 系 协 变 基 矢量 g: 的 分 解 式 。 通 常 把 保持 质点 坐标 E 不 变 、 对 时 
间 z 的 偏 导 数 称 为 物质 导数 ,并 记 作 


(eas = i (6. 2. 18) 
它 表 示 定 义 在 质点 上 、 跟 随 质 点 运动 的 物理 量 对 参数 上 的 导数 。 于 是 由 前 式 得 
v= (=). = 至 = v (êi t) (6. 2. 17a) 


这 在 形式 上 和 (6. 1. 5) 式 相同 ,但 现在 vi ARLE RE YE BH 
时 ,表示 其 他 质点 的 运动 速度 。 
速度 矢量 v 既 可 对 Euler ÆRE g;,g', 也 可 对 Largrange ERE g, gi 分 解 0 


gi = vig’ (6, 2.19) 


s- ar vane (6.2.20) 
v = g” Uj, U = gyv 
不 同 坐 标 系 中 的 分 量 满足 如 下 转换 关系 
ag? O Ox 
v= v qi? U v JE 


D (6.2.19) 两 式 表达 的 是 同一 个 质点 的 速度 v ,只 是 沿 不 同 的 坐标 系 的 基 矢 量 分 解 时 有 不 同 的 分 量 。 但 是 作 
为 一 个 矢量 ,两 式 是 相等 的 ,表达 同一 个 矢量 。 所 以 ,除非 我 们 要 强调 对 Lagrange 基 矢 量 分 解 , 记 号 如 可 以 不 用 ,而 一 
Ho., BEDE Ù 与 过 ,六 与 w 是 不 同 的 。 
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Vi 二 VU; =? Ve v; (6. 2. 21) 


63 基 矢 量 的 物质 导数 


今后 ,定义 在 质点 上 的 物理 量 都 将 对 各 瞬时 该 质点 所 在 位 置 处 的 基 矢 量 分 解 。 为 此 
首先 要 研究 基 矢 量 的 物质 导数 。 
6.3.1 Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 


在 Lagrange 坐标 系 中 , 矢 径 为 
r=r(é',t) 
把 上 固定 ,对 对 RBC ce 时 刻 的 Lagrange 协 变 基 矢量 gE t), RABAT DDE 
RRB, Hie) 固定 ,对 t 求 偏 导数 就 得 g; 的 物质 导数 ( 见 定义 (6. 2.18) 式 ) 


dg; _ ar 
‘dt oe ), | 
注意 到 ,Lagrange 坐标 系 中 带 O 〇 的 量 都 是 &' 和 + 的 函数 ,而 E 和 + 又 是 相互 独立 的 自 变 
量 , 求 偏 导数 本 身 已 隐 含 着 “其 他 独立 自 变 量 保持 不 变 ” 的 意思 ,所 以 
Zos (5,0), FÓ Chime! RRE BHI = 1,2,3) 
SO = 的 ô), (下 标 上 表示 + 不 变 ) (6. 3.1) 


IF ag" 
再 注意 到 因 设 7 是 &: Me 的 连续 可 微 函 数 , 其 高 阶 导数 与 求 导 顺 序 无 关 , 则 . 


w Ge aaa) 
sto we & Nie Ro ,把 它 对 随 体 协 变 基 矢量 g 分 解 得 


-3229 = vote 
dt ~ aE ae ga) = ve. = (VOB, (6. 3. 2) 


符号 了 ; 为 1 时 刻 Lagrange 坐标 系 中 对 6: 的 协 变 导数 ( 见 (4. 3. 12c) 式 ) 。 上 式 最 后 一 个 
等 式 利 用 了 (4. 3. 3) 式 。 
t 时 刻 速度 矢量 v 的 梯度 在 Lagrange 坐标 系 中 的 分 解 式 为 


Vo = V o'ki, (6. 3. 3a) 


vy = gig! = Vogg (6. 3. 3b) 


Pie wee rm me mee nm cree ne | ne 


se AB on 


JUR, O WARE Lagrange 坐标 系 中 的 Hamilton 算 子 ( 见 (4. 2. 14) 式 )。 于 是 ,(6. 3. 2) 式 
可 写成 

d Liv) = (人 op) | (6.3.4) 
BO AL 0 SF J) a BE SL. MONLE, SE 
反映 了 物体 的 变形 和 转动 的 率 。(6. 3. 4) 式 表明 ,物体 的 变形 和 转动 是 由 同一 时 刻 各 质点 
间 的 速度 梯度 引起 的 。 若 各 质点 的 速度 相同 ( 作 刚 体 平移 ) , 则 w 为 均匀 矢量 场 , 梯 度 亲 o 
SPRE Wie 0, 物体 的 变形 和 转动 的 率 为 零 ， 

HABER gi + 8 ARS 


ig * g;) = 0 
可 求 得 Lagrange MEERE g 的 物质 导数 , 即 
dg’ , dg; 


‘dt b =g dt FERON P ESNA 


bth TS 的 协 变 ; 分 量 , 配 上 相应 的 逆 变 基 矢量 g 就 得 到 


dg _ Sia; 
£ yig (6. 3.5) 
或 利用 (6. 3. 3) 式 可 写成 
de yg . w9) (6.3.6) 


应 该 指出 ， Lagrange TERE g 是 由 随 体 基 矢 量 8; 通过 对 偶 关系 派生 出 来 的 , 它 
并 不 是 随 体 变化 的 。 当 物体 伸 长 时 ， 逆 变 基 g' 可 能 反而 缩短 。 例 如 考虑 无 转动 的 均匀 伸 
长 变形 情况 。 这 时 随 体 基 矢量 (例如 8: ) 将 和 物体 一 起 伸 长 。 为 了 保证 对 偶 关 系 
g' + gı=l, Lagrange HERE g 必须 相应 地 缩短 。(6. 3. 6) 和 (6. 3. 4) 两 式 右 端的 符 
号 不 同 正 说 明 当 协 变 基 随 体 伸 长 时 , 道 变 基 反 而 缩短 。 


632 ”度量 张 量 的 物质 导数 、 应 变 率 张 量 


通过 随 体 基 中 度量 张 量 的 分 量 gy 可 以 算出 相 邻 两 质点 间 的 线 元 长 度 以 及 两 线 元 间 
的 夹 角 ,所 以 gy 对 oe h 由 (6. 3. DRE 


da _ p , dg; 
d£ T 8° as +% 8; 


= g: © (V,5'g,) + VB , £; 
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= (9 0) ge + (VO) By (6. 3. 7a) 
由 于 度量 张 量 &; 的 协 变 导 数 为 零 , 上 式 可 改写 成 
iz, KE AEL O ER (6.3.7) 


一 般 说 ,速度 分 量 的 协 变 导数 指标 顺序 不 可 更 换 ,V AV 0, BER i 5 j 不 对 称 ， 
但 它们 的 和 对 指标 i 与; 是 对 称 的 。 通 常 把 Lagrange 坐标 系 中 度量 张 量 协 变 分 量 的 物 


1 da 人 
dy = 5 hi = gO tV oD) (6. 3. 8) 
Bc _b #8 7 AY we SER E EM 
l/da \- fe TNE O E 
d= (ate Je gi = diggi = (WV jv; + V ogg 
=F@GV+V5) (6.3.9) 


为 应 变 率 张 量 。V 表示 在 Lagrange 坐标 系 《' 中 的 Hamilton WF. À 是 速度 梯度 
.(6. 3. 3) 式 对 称 化 的 结果 ,是 质点 坐标 &* 和 参数 1 的 函数 。 和 速度 梯度 一 样 , 它 也 与 坐标 
系 的 选择 无 关 。 对 于 确定 的 时 刻 i, 同 一 个 应 变 率 张 量 也 可 对 Euler 基 矢 量 分 解 为 

d = d;g'g’ = TV; + Viv; g'gi = 到 Co 十 Yo ) (6. 3. 10) 
这 里 了 表示 在 Euler 坐标 系 xi 中 的 Hamilton 算 子 , 见 (4. 2. 14) 式 。 在 (6. 3. DK PHS 
表示 (6. 2. 19) 第 二 式 的 v ,只 是 为 了 提示 wv 应 在 Lagrange RRA PHT HB, HX So 


是 同一 个 矢量 ,o 二 台 。 事 实 上 ,Hamilton 算 子 具 有 坐标 不 变性 ,Y =V 。 我 们 只 是 为 了 


表示 (6. 3. 9) 式 与 (6. 3. 10) 式 是 在 不 同 坐标 系 中 的 分 量 展开 式 , 才 分 别 用 与 9 来 表示 同 
一 个 Hamilton 算 子 。(6. 3. 10) 式 的 d 与 (6. 3. 9) 式 的 4 是 同一 个 应 变 率 张 量 ,d 与 4 符 
号 可 以 通用 。 

在 上 述 推导 过 程 中 ,并 没有 对 速度 矢量 w 的 大 小 进行 限制 。 所 以 上 述 公 式 同 时 适用 
于 小 变形 和 大 变形 情况 。 

应 该 指出 :在 Lagrange 坐标 系 中 度量 张 量 协 变 分 量 g 的 物质 导数 反映 了 物体 的 变 
形 速率 ,而 度量 张 量 G 本 身 却 与 时 间 无 关 , 即 G 的 物质 导数 为 零 张 量 ; 


-0 6. 3. 11) 
这 是 因为 ,如 果 物 体 的 变形 使 协 变 基 矢 量 g 伸 长 ,造成 G 的 协 变 分 量 &; 二 g:* g; 变 大 ， 
则 必 同 时 导致 与 饭 相 配 的 逆 变 基 矢 量 gi,g’ 缩短 ,因而 总 的 效果 是 G 本 身 保持 不 变 。 利 


9 1 te id Be a oy alae tha te fash ies 


FA C6. 3.6) 与 (6.3.9) 式 可 以 证 明 ， 
dG dez ysis dey 
ap gp 8 88 + gj (a a dE cae 8’) 
= 2d — g; (ales VIF v) e gle} 
= 2d — (alee @VI+((V v) + gg) 
= wI +9v)—- wJ +9v)=0 


所 以 应 变 率 张 量 4 与 度量 张 量 G 的 物质 导数 (为 零 ) 无 关 , 仅 它们 的 分 量 &; 与 &; 应 满足 
关系 (6. 3.8) 式 。 


6.3.3 速度 场 的 加 法 分 解 


在 连续 介质 中 相 邻 质点 间 的 速度 差 ， 即 速度 梯度 场 Vv ,将 同时 导致 介质 微 元 的 变形 
和 刚体 转动 的 率 。 其 中 刚体 转动 部 分 与 应 力 无 关 ,需要 把 它 分 离 出 去 。 为 此 对 速度 梯度 
场 作 加 法 分 解 , 即 


Yo= 5G V+V8)-LOV-Vs) (6, 3, 12) 
其 中 右 端 第 一 项 就 是 上 面 定义 的 应 变 率 张 量 d, 它 是 速度 梯度 的 对 称 部 分 。 第 二 项 称 为 
旋 率 张 量 ( 或 简称 旋 率 ) ,并 记 为 Q 


(6. 3. 13) 


它 是 速度 梯度 进行 反对 称 化 的 结果 ,表示 “介质 微 元 的 刚体 转动 速率 。 它 在 Euler 坐标 系 
中 的 并 矢 形式 为 ? 
| a= ZOV- Vv) = Aygig’ 
(6. 3.14) 
N; = LV — Viv) = Fe — vj,i) 
于 是 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (6. 3. 12) 可 写成 
Vo=Vv=d—-Q, wW=vV =d+2 (6.3.15) 


O 注意 (6. 3.13) 第 二 式 wy 中 的 “ 5" 与 (6. 3.14) 第 二 式 wii 中 的 “;7” 含 义 不 同 ,前 者 是 Lagrange BRR PX E 
的 协 变 导数 ,后 者 是 Euler 坐标 系 中 对 zi 的 协 变 导数 。 在 协 变 导数 公式 (4. 3. 7) 中 用 各 自 坐标 系 的 Christoffel 符号 


13 与 9。 


PNE Oe lcs 


下 面 从 速度 增 量 的 角度 来 进一步 说 明 加 法 分 解 和 旋 率 张 量 的 物理 意义 。 考 虑 连续 介 
质 中 相 邻 两 个 质点 A 和 B。 它 们 的 矢 径 分 别 为 r 和 r 十 dr, 速 度 分 别 为 w 和 wm 十 dm ,如 
图 6.5(a) 所 示 。 把 速度 梯度 的 加 法 分 解 式 (6. 3. 15) 代 入 矢量 函数 的 微分 公式 (4. 2. 13) 
与 (4. 2. 16) , 则 
dv = (eV) «dr = dr (Vu) 


得 
dv = dv ytduq—=d-dr+Q-dr (6. 3. 16) 
w 
vtdv dooF=wX dr 
a ~\ 
B R t “SB 
Mo 
dr 1a dr 
v v 
A A 
r 
(a) (b) 


Al 6.5 


其 中 第 一 项 与 应 变 率 张 量 4 有 关 , 表 示 由 质点 A 邻 域内 的 介质 变形 所 引起 的 质点 B 的 速 
度 增 量 ?。 为 了 说 明 第 二 项 的 意义 ,引入 反对 称 张 量 8 的 反 偶 矢量 w 
1 


w Smr RQ (6.3. 17a) 
Q= —E"’ w =—w 。E (6. 3. 17b) 
把 (6. 3. 13) 式 代入 (6. 3. 17a) 式 得 
nt doy lege Le een gilts 
w =—s€ z V Vv)= FERN aN Xo 
1¢ 1 
= 7 V xv = eurl v (6. 3. 18a) 


可 见 矢 量 w 与 速度 场 的 旋 度 有 关 , 它 表示 介质 微 元 绕 A 点 的 刚体 转动 速率 , 称 为 角速度 
矢量 。 而 旋 率 张 量 8 与 角速度 矢量 w 有 一 一 对 应 的 反 偶 关 系 (6. 3.17) ,所 以 它们 都 是 介 
” 质 微 元 刚体 转动 速率 的 不 同 表示 形式 。 把 (6. 3. 17b) 式 代入 (6. 3. 16) 式 的 右 端 第 二 
项 ,有 


O ”此 处 “ 增 量 ”表示 在 相 邻 两 点 A,B 值 之 差 , 即 对 空间 的 增 量 。 有 时 dO) 表 示 对 时 间 i 的 增 量 , 注 意 不 要 混淆 。 
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Q » dr=— dr » Q = dr » (w » © = (wdr) : €= €: (wdr) 
=wXdr (6. 3. 18b) 
HA 6. 5(b) 可 以 看 到 :由 A 点 转动 角速度 w 所 引起 的 邻近 B 点 相对 于 A 点 的 速度 
差 dz 垂直 于 由 矢量 w 和 dr 所 构成 的 平面 , 且 大 小 为 |dv |= |w | |dr| sin9。 若 用 矢 
积 表 示 ,就 是 上 面 的 w Xdr。 于 是 ,速度 差 的 加 法 分 解 式 (6. 3. 16) 可 改写 成 
dv = d » dr +wx dr (6. 3. 18) 
其 中 第 一 项 为 微 元 变形 引起 的 速度 差 d v6w ; 若 微 元 仅 作 刚体 转动 , 则 d=0,d vw = 0. 
第 二 项 为 微 元 转动 引起 的 速度 差 d vw; 若 微 元 为 纯 变 形 情 况 , 则 w =0,2= 
0,dv .w=0。 
对 Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 也 可 作 相 应 的 加 法 分 解 。 把 (6. 3. 15) 式 代入 (6. 3. 4) 
和 (6. 3. 6) 式 得 


Sd l © (6.3.19) 
Bd (6. 3. 20) 


6.3.4 Euler 基 矢 量 的 物质 导数 


Euler 基 矢 量 本 来 是 固定 在 空间 与 时 间 参 数 i 无 关 的 。 但 对 运动 质点 (&*) 来 说 ,在 
不 同时 刻 t, 它 将 占有 不 同 的 空间 点 位 (xi) ,由 于 不 同 点 位 处 的 Euler 基 矢 量 一 般 说 是 变 
化 的 (其 变化 规律 可 以 用 Christoffel 符号 来 表示 ) ,所 以 与 运动 质点 各 瞬时 位 置 所 对 应 的 
Euler 基 矢 量 是 间接 地 与 参数 上 有 关 的 , 即 

J g: = gi(xi(€*,1)) (6. 3. 21) 

物质 导数 是 研究 跟随 质点 (&* 保持 不 变 ) 时 物理 量 的 变化 率 。 根 据 复 合 求 导 规 则 、 基 

矢量 对 坐标 求 导 公式 (4. 1.4) 以 及 (6. 1.5) 式 ,可 得 


dg: 9g: dx’ jn 
dr Td 了 TS - (6. 3. 22) 
利用 基 矢 量 对 偶 关 系 和 上 式 , 可 进一步 导出 Euler 逆 变 基 矢 量 的 物质 导数 : 
i >- d i 和 Gmi 
IE. g, =— g e SB = Tig +g, —— wT 
de =— v Tig (6. 3. 23) 


(6. 3. 22) 和 (6. 3. 23) 式 说 明 :Euler 基 矢 量 的 物质 导数 与 质点 运动 速度 及 Christoffel 符 
号 有 关 。 对 于 直线 坐标 系 (Ts 二 0) 或 当 质 点 固定 不 动 (v'= 二 0) 时 ,Euler 基 矢 量 的 物质 导 
数 为 零 。 

与 此 对 照 ,Lagrange 基 矢 量 的 物质 导数 ( 见 (6..3. 2) , (6. 3. 5) 式 ) 却 与 速度 梯度 有 关 。 
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为 同一 个 坐标 (例如 ,在 t= TA, BAS RR ABR ELA RA) , 则 在 该 时 刻 A 


E =r, g =, (6.5. 12a) 
代入 (6. 5.3) 式 后 得 


Ti, = TH, i (6. 5. 12b) 
即 张 量 的 两 种 分 量 在 ee t tue t+dt es + 质点 的 rere las £i 
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Aog 
a 


ALA 


; ae ’ dga ia; 
Hao = ds gjs Hy = gs g’ (6.5.22) 


(6. 5.22) 各 式 是 Ho HoHo ,及 (的 定义 。 它 们 表示 当 观 察 者 在 4 种 不 同 的 参考 架 中 
所 看 到 的 、 张 量 相对 于 参考 架 的 变化 率 。 它 们 的 物理 意义 在 下 面 6. 6. 6 小 节 中 还 将 进 一 
步 讨 论 。 由 于 (6. 5. 22) 的 4 式 中 与 速度 梯度 有 关 的 后 两 项 都 是 张 量 ,但 又 互 不 相同 ,所 以 
相对 导数 Ha ,Ho Aes) 和 Ho & 4 个 不 同 的 张 量 。 其 中 Ho KH Oldroyd FR, Ho 称 
为 Cotter-Rivlin 导数 。 和 矢量 场 (6. 4. 35) 与 (6. 4. 42) 式 类 似 ,这 类 相对 导数 在 Euler 4b 
标 系 中 的 分 解 式 记 为 


Shs ; Shi, 
Ha, = yy 88? Ho, = B88 


; òh; ， ; Shy ，， 
Ha= -8,8 g Ha = B88 . (6.5.23) 


代入 (6. 5.21) 式 ,并 将 该 式 中 的 各 项 (H 的 物质 导数 ,及 含 速度 梯度 的 项 ) 也 在 Euler 坐标 
系 中 分 解 ,利用 (6. 5. 19) 式 , 移 项 后 可 得 如 下 分 量 关 系 : 


Ph = Pei 一 Vinh™ + hino 
Phi Dai 40 yw") hE IV gv! 
总 ~ ee +V "Any + hanv” (6.5. 24) 


式 中 两 个 记号 Viv! 二 wi 选用 一 个 使 得 上 式 成 对 的 哑 指 标 紧 紧 相 连 。 用 (6. 5. 20) RAR 
数 代 入 (6. 5. 24) 式 ,还 可 得 到 


Sai dh? 90) ny pin OVE 
6t di ax” ax” 
oni, dhi, a. a $ dv” 
Be de gn them 5G 
Shi dh? | av"); jm OU 
6t dt Ja” hi ax” 
Shy  dhy | av” du” 
Be de | agin Thm y a 
利用 (6. 3. 15) 式 对 速度 梯度 进行 加 法 分 解 ,(6. 5. 21) 式 可 写成 
H = w Ha, +(d- H+H- d) +Q: H-H ÀR) 


=H.»+(d-H—-H-d)+(Q-H—H-Q) 


sa a eee Nin. 


5 He doer E 
= Ha —(d-+H-H-d)+(Q-H—-H-Q) 
= Ha —(d-H+H-d)+(Q-H—H-Q) (6.5. 26) 


可 以 看 到 ,以 上 4 式 中 与 旋转 有 关 的 第 三 项 是 同一 个 张 量 ,所 以 前 两 项 之 和 也 是 4 个 互相 
相等 的 张 量 , 称 为 Jaumann PH, iI Se we A, BD 


2H _ 
“Oe = 


H, = 


Ho) +(d-H+H-d) 
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2) TAN Re OE Sota OI as scam cheer on 
1 at 0 
F= e,e, + (ate, + ee, + €3€3 Z 0 1 j (ee;) 
0 0 1 
1 一 at 0 
F'= e (e, 一 atey) 十 eye 十 eyei = 1 lien 
0 0 1 
因此 
1 at 0 
F’.F= lat ler i (eie;) 
0 0 1 
lt+a’t? a 0 
F. F= | at 1 0} Cee;) 
0 0 1 


H (2.6. 22a, bX ,U=/F' > FV =/F-F ,经 过 较 长 的 运算 (读者 也 可 验算 U =F e 
F,V’=F- F43) 
cosg sinf 0 


ae 
U= | sin£ 1 十 sin 0 | Cee;) 


cosp 
0 0 1 
1 二 sinB . 
arr g sinf 0 
ia sing cos 0 (eie;) 
0 0 1 
式 中 
p= arctan (>) 或 at = 2tanP 
由 (6. 6. 26) 式 可 得 


cosB sinl 0 
‘R=F.U"~Vy'.F= ~ sinf cosg | (ee; ) 
0 0 1 
由 (6. 6. 62) 式 ,得 速度 矢量 "为 
v 一 al:el = ar’ e 
因此 ,速度 梯度 张 量 为 


u V = ae\e, 
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由 (6. 3. 10) 与 (6. 3. 14) 式 求 变形 率 张 量 d 与 旋 率 9 ， 


d= Tale, e 十 ezel) 


Q= Foleres 一 ezel) 
由 名 ,名 ,人 可 计算 度量 张 量 分 量 各， 


1 at 0 
bi = gi* g; = at lof | 


0 0 1 
由 (6. 6. 39D RHA EW 


0 —a 0 
bond dg, Fe a 
E=5 ELS La gy Cee; ) 
0 0 0 
由 (6. 6. 40) st By 
0 —a 0 


= ea g HERO HAR R 
将 前 面 的 8 ,g? 代入 ,化 简 后 ,得 
d = ee + ee) 
与 上 面 的 结果 相同 。 
6.6.9 张 量 场 函数 在 域 上 积分 的 导数 


在 连续 介质 力学 中 经 常会 遇 到 某 一 物理 量 在 一 个 有 限 域 上 的 积分 ,这 个 物理 量 随 时 
间 而 变化 ,同时 积分 域 也 是 随时 间 而 变化 的 ， Pee Ee AE E AR ei 要 求 
计算 这 个 积分 对 时 间 的 导数 。 


6.6.9.1 张 量 场 函数 在 物质 体积 域 上 的 质量 积 
研究 物质 积分 
Oe [pede (6. 6. 64) 


275. 


E esen aea miae eee me nin RET iam tin nee Sag aN ery 
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这 里 ,积分 域 是 图 6.12 所 示 当 前 构 形 (z 时 刻 ) 中 的 域 v(z) ,但 在 积分 号 下 写 的 是 初始 构 
ÉG = 0) 中 的 入 目的 是 为 了 强调 积分 域 是 物质 的 ,积分 域 v 随时 间 不 断 变化 ,但 都 是 由 
相同 的 质点 组 成 的 。 所 以 (6. 6. 64) 的 积分 域 v(z) 实 际 上 是 跟着 它 所 包含 的 质点 一 起 不 
断 变化 的 ,这 一 点 在 对 t 求 导 时 应 特别 予以 注意 一 一 (6. 6. 64) 中 的 被 积 函 数 p ,po 与 积分 
I o 都 是 随时 间 t 变化 的 。 在 (6. 6. 64) 式 中 被 积 函 数 9 为 任意 阶 张 量 场 函数 (标量 为 零 
阶 张 量 ,矢量 为 一 阶 张 量 ),o 为 当前 构 形 (z 时 刻 ) 的 质量 密度 , 即 当 前 构 形 (1 时刻) 每 单位 
体积 所 包含 的 质量 。 以 dV 与 dv 表示 在 初始 构 形 (zt = 0) 与 当前 构 形 (zt 时刻) 对 应 的 体 
元 ,它们 由 相同 的 质点 组 成 。 以 wm 表示 初始 构 形 (上 = 0) 每 单位 体积 所 包含 的 质量 。 由 
于 质量 守恒 , 体 元 的 质量 不 变 , 即 pdv 不 随时 间 变 化 , 则 
pdv = dV (6. 6. 65) 


初始 构 形 (1-0) 当前 构 形 (时 刻 ) 


6.12 物质 体积 域 


由 (6. 6. 11) 与 (6. 6. 65) 式 ,可 知 


2 1 
5 ddy = 7 (6. 6. 66) 


故 质量 密度 之 比 p/po 为 体积 比 8 的 倒数 。 由 (6. 6. 66) 式 ,利用 (6. 6. 22) 式 可 得 6 的 公 
式 为 
é bad despa iat ding (6. 6. 67) 
(6.6.65) ~ (6.6. 67) 每 一 式 的 物理 意义 都 表示 质量 守恒 。 
(6. 6. 64) 式 被 积 函数 中 含有 质量 密度 p, 故 积分 I,(z) 称 为 质量 积分 ,以 下 标 6 表示 。 
求 质量 积分 LOX 的 导数 时 ,只 要 注意 (6. 6.65) 式 , 即 pdv 不 随时 间 变 化 ,就 可 得 到 


ate =|¢ bdo (6. 6. 68) 


式 中 9 为 张 量 场 9 的 物质 导数 ， een 5.7) Be (6. 5. 10) 式 (将 全 改 为 p ) 。 
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特例 : 若 p 为 标量 , 且 g= 1, 则 (6. 6.64) 式 工 (表示 积分 域 的 物质 质量 。 由 
(6. 6. 68) 式 I(z) 的 物质 导数 为 零 , 因 为 质量 守恒 。 


6.6.9.2 张 量 场 函数 在 物质 体积 域 上 的 体积 积 
研究 物质 积分 
ID =| gd (6. 6. 69) 


同样 ,这 里 积分 域 实 际 上 是 v( 图 6. 12(b)), 用 表示 ,只 是 为 了 强调 积分 域 是 物质 的 。 求 
I(z) 的 物质 导数 ,得 


ape -fọ du + p (dv) 
将 体 元 物质 导数 (do) 的 公式 (6. 6. 21) 代 入 ,得 到 
ae = [ipt civ) p ]dv (6. 6. 70) 
将 (6. 5.10) 式 (T 改 为 p een 6.70) 式 ,并 注意 (divv)gp 十 0。 (Vp) =V - (vg ), 得 
di) _ [r/oag i 
Tw =| (5 +y (v p) |dv (6. 6. 71) 


式 中 第 一 项 (58 ) ,为 局 部 导数 。 利 用 Green 变换 公式 (4. 5. 7) 变 换 上 式 中 第 二 项 ,得 到 


dI(t) ap | ; 
dt = at ) .dp 十 da- v ọ (6. 6. 72) 


式 中 第 二 项 为 沿 当前 构 形 (2 时 刻 )( 图 6. 12Cb)) 积 分 域 的 表面 a 的 积分 。 在 连续 介质 
力学 中 (6. 6. 70) 或 (6. 6. 72) 式 均 称 为 输 运 定理 ,虽然 它们 具有 不 同 的 数学 形式 。 

对 (6. 6.72) 式 右 端 的 体积 分 项 与 面积 分 项 可 以 有 很 明显 的 几何 解释 。 实 际 上 ,这 个 
几何 解释 在 有 些 书 中 用 作 (6. 6. 72) 的 证 明 , 我 们 以 后 称 这 个 证 明 为 “第 二 个 证 明 ”。 
图 6.13 示 在 上 时 刻 与 上 十 At 时 刻 由 同样 的 物质 质点 组 成 的 v(t) 域 与 v(t 十 At) 域 。 
(6. 6. 72) 式 右 端的 第 一 项 , 即 局 部 导数 的 体积 分 项 ,表示 假若 不 考虑 积分 域 随时 间 上 变化 
之 结果 。 而 右 端的 第 二 项 , 即 面积 分 项 , 则 表示 由 于 体积 域 变 化 所 带 来 的 影响 。 在 At 时 
间 间 隔 内 ,由 于 表面 面 元 (矢量 为 da) 位 置 的 变化 ,与 1 时刻 的 积分 域 w(z) 相 比 ,i 十 At 时 
刻 积分 域 增加 的 体 元 为 da* v At( 如 为 正 值 ,表示 增加 , 见 图 中 右 侧 用 斜 线 表 示 的 单元 ;如 
为 负 值 , 则 表示 减少 , 见 图 中 左 侧 用 许多 点 子 表示 的 单元 ) 。 因 此 每 单位 时 间 积 分 域 增加 
的 体 元 为 da，m , 称 为 通过 da 的 体积 通 量 。 每 单位 时 间 增 加 的 积分 值 da， vg , 则 称 为 
通过 da Wp 通 量 。(6. 6. 72) 式 右 端 的 面积 分 项 就 是 通过 表面 a 的 g 通 量 。 

特例 : 若 o 为 标量 , 且 p= p NCE. 6. 69) 式 I(z) 表 示 积 分 域 的 物质 质量 。 由 (6. 6. 70) 
与 (6. 6.71) 式 ,因为 质量 守恒 ,dI(z)/dz 二 0, 故 必 有 


De 


ich Rad elpe na 


v(i+Ar) 


图 6. 13 在 物质 体积 域 上 的 体积 积分 的 导数 

pttdive)e=0, Ep (£) +V- (ev) =0 (6. 6.73) 

(6. 6.73) 式 等 同 于 (6. 6. 67) 式 , 称 为 连续 性 方程 。 
如 果 我 们 在 (6. 6. 64) 的 LO RAR POP =v, REG. 6. 69) 的 I(z) 表 达 式 中 令 
9 二 pv ,就 得 到 积分 域 上 物质 动量 ;利用 动量 定理 (或 称 Cauchy 第 一 运动 律 ) ,就 可 以 得 
到 连续 介质 力学 中 的 积分 形式 的 动量 方程 。 如 果 在 (6. 6. 64) 的 L(t) 表达 式 中 令 g =rx 
v (r 为 矢 径 ) ,或 在 (6. 6.69) 的 1(z) 表 达 式 中 令 g =pr Xv ,就 得 到 积分 域 上 物质 的 动量 
JE ;利用 动量 矩 定理 (或 称 Cauchy 第 二 运动 律 ) ,就 可 以 得 到 连续 介质 力学 中 积分 形式 的 


动量 矩 方程 。 如 果 在 (6. 6.64) 的 了 (4) 表 达 式 中 令 p = 地 0 ,或 在 (6. 6. 69) HY I(t) RIA 
中 令 9 =o ? ,就 得 到 积分 域 上 物质 的 动能 ,利用 Cauchy 运动 律 ,可 以 得 到 连续 介质 力 


学 中 积分 形式 的 机 械 能 平衡 方程 。 如 果 在 (6. 6. 64) 的 Last Sy = 0 tee 为 
单位 质量 的 内 能 , 称 为 内 能 的 质量 密度 ), 或 在 (6. 6. 69) 的 Te) 表达 式 中 令 9 一 
(ye? be) , 则 可 得 到 积分 域 上 物质 的 总 能 量 ;利用 热力 学 第 一 定律 ,可 得 到 连续 介质 力 


学 中 积分 形式 的 总 能 量 平 衡 方程 。 由 积分 形式 的 方程 都 可 以 导出 微分 形式 的 方程 。 
6.6.9.3，” 张 量 通过 物质 开 曲 面 的 通 量 
研究 开 曲 面 a(:) 上 的 物质 面积 分 
LO ae da 6.6.74) 
这 里 ,9 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 ,积分 域 是 图 6.14 当前 构 形 (z 时 刻 ) 中 的 开 曲 面 a(2)， 


但 我 们 在 积分 号 下 写 的 是 初始 构 形 (t = 0) 中 的 %%, 目 的 是 为 了 强调 开 曲 面 a(z) 是 物质 
的 ,alz) 随 时 间 不 断 变 化 ,但 都 是 由 相同 的 质点 组 成 的 ,是 跟着 它 所 包含 的 质点 一 起 不 断 


FOF BERBRARRHER 


初始 构 形 (=0) 当前 构 形 (时 刻 ) 


A a 


图 6.14 物质 开 曲 面 


变化 的 。 求 I (2) 的 物质 导数 ,得 
a. a =e da + 9° (da)’ 
将 面 元 的 物质 导数 (da)' 公式 (6. 6. 24) 代 入 ,得 


as oh) = fito. -V)p—o- (Vv)]. da (6. 6.75) 


将 (6. 5. Cae 6.75) 式 ,得 到 


“i Il +0 + (Vp)+(V +v) pp (Vo) ]+da (6.6.76) 


其 中 , 右 端 第 一 项 { 2 ) ,为 局 部 导数 。 注 意 (6. 6. 76) 式 中 9 可 以 是 任意 矢量 或 一 阶 以 上 


的 张 量 。 
特例 当 ? 为 矢量 ( 记 为 p) ,例如 质点 速度 或 热流 矢量 , 则 (6. 6.74) 式 LORRI 
开 曲 面 a 的 p 通 量 (例如 每 单位 时 间 流 过 a 的 流量 或 热量 )。 利 用 以 下 公式 : 
Vx (pxXv) =v + (Vp)—(Ve pu t(V-euv)p—p-(Vv) (6.6.77) 
可 将 (6. 6.76) 式 改写 为 


LW [(F).. + pot VX PX | da (p 为 矢量 场 ) 
(6. 6. 78) 

如 果 a 是 封闭 曲面 ,利用 Green 变换 公式 ,可 证 上 式 右 端 第 三 项 积分 为 零 , 故 得 
a $[ (3). +V- pv | da (p HREH a 为 封闭 曲面 )(6. 6. 79) 


特例 证 毕 。 

现在 回 到 g 可 以 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 的 情况 ,我们 对 (6. 6. 76) 式 提供 第 二 
证 明 。 

图 6. 15 示 在 t 时 刻 的 积分 曲面 a(t) 及 其 边界 曲线 (OS i 十 At 时 刻 的 积分 曲面 
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a(t 十 At) 及 其 边界 曲线 f(t 十 At)。 曲 面 a(t+At) 
a(t 十 Az) 与 a(t) 由 相同 的 质点 组 成 ,各 质点 
在 At 时 间 间 隔 内 的 位 移 场 为 v At。(6. 6. 74) 
式 的 面积 分 五 在 上 与 1 十 At 时 刻 的 值 各 为 


LG) = Jean ; 


a(t) 


K > 5 vAt 


IL (t+ At) = | plr,t+At). da (t+ At) 70 条 形 面 域 Aa 
a(t+t) 


(6. 6. 80) 图 6.15 在 物质 开 曲 面 上 面积 分 的 导数 
其 中 了 为 质点 的 矢 径 。(6.6. 80) 两 式 之 差 值 为 l 
EGLO | PC AD dA eis 


a(t+dr) 


式 中 
A= | ec) da- [ern - da 


a(t+At) a(t) 


图 6. 15 中 两 边界 曲线 (OS f(t 十 At) 之 间 各 点 相差 一 位 移 矢 量 v ^t, ,它们 构成 一 个 条 形 
面 域 和 a。 以 df 表示 沿边 界 曲线 f (i) 之 线 元 , 则 条 形 面 域 上 的 面 元 为 dfxvat. WH 
面 a(t) ,a(t 十 Az) 与 条 形 面 域 Aa 之 间 形 成 一 个 薄 层 Av。 对 此 薄 层 Av 应 用 Green 变换 
ASK (4.5.8) ,得 到 

A+ foiro. en [enn V)dv 


ID 


z | crp V vate da (6. 6. 82) 
a(t) 


式 中 表示 沿 沿 封闭 曲线 f (1) 的 线 积分 。 由 (6. 6. 82) 解 出 A, 代 入 (6. 6. 81), 得 到 


ae IL(z) ,可 计算 出 以 下 的 极限 : 


dI, C£) = limk (t+ At) —I, () 
dt At->0 At 


a(t) E fo 
可 以 证 明 ( 见 习题 6.14) 上 式 最 后 一 个 线 积分 为 
lp- Gafxw) = |[-» (Vo) +(@-V)u—(V+v) ++ (Vu) ]+da 
fe a 


(6. 6. 84) 
将 (6. 6. 84) SRILA (6. 6. 83) 式 ,得 到 


ee = TEE) , rv? (Veit (V-o) p-p (Vo) |. da (6.6.85) 
a(t) z 


(6.6. 85) 式 与 前 面 的 (6. 6. 76) 式 完全 相同 。 以 上 提供 了 对 此 式 的 第 二 个 证 明 。 
6.6.9.4 张 量 沿 物质 封闭 曲线 的 环 量 
研究 物质 积分 


LO = $9 df (6, 6. 86) 


这 里 ,9 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 ， 积分 域 是 图 6. 16 当前 构 形 (i 时 刻 ) 中 封闭 曲线 f (4)， 
但 我 们 在 积分 号 下 写 的 初始 构 形 (+ = 0) 中 的 封闭 曲线 多 ,目的 是 为 了 强调 封闭 曲线 ao 
是 物质 的 ,f(z) 随 时 间 不 断 变 化 ,但 都 是 由 相同 的 质点 组 成 的 ,是 跟着 它 所 包含 的 质点 一 
起 不 断 变 化 的 。 求 I(z) 的 物质 导数 ,得 


LO = $e af oad å o. (6. 6. 87) 
BINH (0) 当前 构 形 (时 刻 ) 


SO 
图 6.16 物质 封闭 曲线 


将 线 元 物质 Rea 6.17) (dr 改 为 PRAG. 6. 87) 式 ,再 利用 张 量 物质 质 导 数 公式 
(6. 5.10),f 


LOL ipte. (o V)]+df 
f@ 
-43 
0 (GP). +e “Volto: (w v|- df eee 
特例 ” 当 g 为 矢量 ( 记 为 p) ,由 (6. 6. 88) 式 可 得 (习题 6. 15) 
LO = = Gp df = $[(¥) ) s+ VXp Xo | af 


(p 为 矢量 场 ) | | (6. 6. 89) 
特例 完毕 。 
现在 回 到 g 可 以 为 矢量 或 一 阶 以 上 张 量 场 的 情况 。 我 们 对 (6. 6. 88) 式 提供 第 二 个 
证 明 。 
(6. 6. 86) 式 的 封闭 曲线 积分 大 在 上 与 1 十 At 时 刻 的 值 各 为 


Bar cede 


T(t) = J eco edf 


f(D 


I,@+At) = | P (r,t+At) > df (r,t At) (6. 6. 90) 
JOA) 


这 里 , Fit) 与 fa+Aa) EA 6.15 中 在 两 个 时 刻 1 与 1: 十 At 的 物质 封闭 曲线 的 位 置 。 
(6.6.90) 两 式 之 差 值 为 
L@+a)—L@) = | [prtiAD) Pr] df +A (6.6.91) 


F(t+An) 


式 中 
A= | p (r,t) -df 一 [ean e df 


f(t+An) f(t) 


对 图 6.15 中 的 条 形 面 域 Aa 应 用 Stokes 变换 公式 (4. 5. 12) ,得 到 
ie foxy » (df X v At) 


将 上 式 A 代 入 (6.6.91) 式 ,可 以 计算 出 以 下 极限 ， 
dL (t) _ lim L(t At) —1,(2) 
dt dt 


= | (32) art [xv af xo) (6. 6. 92) 
f(D SW 


可 以 证 明 ( 见 习题 6.17) 上 式 中 最 后 一 个 线 积分 为 
、 | ‘pxv) (df xm) = | Cw e (Vp) -df—df-(V¥p)-v] (6.6.93) 


f(t) fo 


利用 关系 式 
df: (Vp) -v +g. (w V)-df=[(pev)V]- df 
可 将 (6. 6. 93) 化 为 
| (pxv) (df xo) | Ce (Vp) ov ld (6.6.94) | 


f@ f(t) 


将 (6. 6. 94) 式 代入 (6. 6. 92) 式 ,得 


0 v) |- af (6. 6. 95) 


(6. 6. 95) 式 与 前 面 的 (6. 6. 88) 式 完全 相同 。 以 上 提供 了 对 此 式 的 第 二 个 证 明 。 
6.6.95 ” 张 量 场 函数 在 非 物 质 域 上 积分 的 导数 


在 以 上 四 个 小 节 6. 6. 9. 1 一 6. 6. 9. 4 中 讨论 的 都 是 积分 域 是 物质 的 情况 , 即 作 为 积分 
域 的 体积 域 . 面 域 或 封闭 曲线 都 是 由 相同 的 质点 组 成 的 ,积分 域 随 着 其 构成 的 质点 一 起 运 
动 。 在 连续 介质 力学 中 有 时 需要 人 为 地 指定 随 着 时 间 按 一 定 规 律 变 化 的 积分 域 。 例如 当 


人 们 要 推导 “间断 面 * 要 满足 的 “间断 条 件 ” 时 ,规定 积分 域 是 由 紧 贴 着 间断 面 两 侧 的 双 面 
所 构成 的 域 。 因 为 间断 面 是 随 着 时 间 变 动 ,同时 不 是 物质 的 ( 换 句 话说 ,间断 面 在 连续 介 
质 内 部 位 置 是 变动 的 ,因而 在 不 同 的 时 刻 所 包含 的 物质 质点 也 不 同 ) ,所 以 积分 域 也 不 是 
物质 的 。 

6.6.9.2 至 6.6.9. 4 小节 中 体积 域 . 面 域 及 封闭 曲线 ,作为 积分 域 ,都 假设 是 物质 的 ， 
所 以 求 导 公式 (6. 6. 72) ,(6. 6.76)( 即 (6. 6. 85)), 和 式 (6. 6. 88)〔 即 式 (6. 6. 95)) 的 证 明 
过 程 都 分 别 用 了 体 元 、 面 元 与 线 元 的 物质 求 导 公 式 。 但 是 在 这 几 小 节 中 ,我 们 都 同时 提供 
了 求 导 公式 的 “第 二 个 证 明 ”( 例 如 (6. 6. 85) ,(6. 6. 95) 式 的 证 明 ) ,这 第 二 个 证 明 并 不 要 求 
积分 域 是 物质 的 。 因 此 若 积分 域 不 是 物质 的 ,只 要 把 公式 中 出 现 的 质点 速度 矢量 立 改 为 
我 们 规定 的 积分 域 上 各 点 位 置 变 动 的 速度 v ,这 几 个 公式 仍然 成 立 。 例 如 ,对 于 非 物质 体 
积 域 v(t) 上 积分 对 时 间 :的 导数 公式 ,可 借用 (6. 6. 72) 式 得 到 


I) = fpd (6, 6. 96) 
a(t) 

aa) _ Ig = 

Mo | 2) .do 十 | ua sop (6. 6. 97) 


区 别 于 (6. 6. 69) 式 中 积分 域 记 作 汉 在 (6. 6. 96) 式 中 积分 域 记 作 a(z), 以 强调 它 是 “ 非 物 
质 的 ”。(6. 6. 97) 式 中 导数 记 作 “3/3z” 而 不 记 作 “d/dt” 以 暗示 导数 是 “ 非 物质 的 "。 式 中 
为 表面 a(1) (图 6.13) 上 各 点 至 表面 a(t 十 At) 上 各 点 移动 的 速度 。 但 是 注意 ,这 里 a(z) 是 
表示 一 个 随时 间 变 化 的 几何 图 形 , 在 不 同时 刻 1 与 十 At 的 曲面 a(z) 与 a(t 十 At) 不 是 由 
相同 质点 组 成 的 ,所 以 a(t) 上 各 点 与 a(t 十 At) 上 各 点 没有 一 一 对 应 的 关系 。 那 么 v 表示 
从 a(t) 上 某 一 点 位 到 a(z 十 At) 上 哪 一 个 点 位 的 速度 矢量 呢 ? 幸好 我 们 不 需要 回答 这 个 
问题 ,因为 在 (6. 6.97) 式 中 需要 的 只 是 da-v , 即 只 需 v 在 面 元 矢量 da 方向 , 即 面 元 单位 
法 向 矢量 n 方向 的 投影 0 ,二 v0，。n, 可 由 以 下 方法 求 出 ( 见 (6. 6. 99) 式 )。 
设 已 知 积分 域 v(z) 的 表面 a(z) 的 运动 方程 为 

yr,t)=0 (6. 6. 98) 
thr 表示 表面 a(t) 上 各 点 的 和 撩 径 。 对 应 于 每 一 时 刻 1,(6. 6.98) 式 给 出 曲面 <( 妨 在 空间 
的 方程 ,在 r 点 沿 表 面 a (1) 向 外 法 线 方向 的 单位 矢量 n 为 

"=+ Tiv] 

式 中 当 n 与 9 指向 相同 时 , 右 端 取 “ 十 ”号 ,否则 取 “ 一 ”号 。 将 (6. 6. 98) 式 对 时 间 取 导 
数 , 得 到 


ap Se 
are v=0 
因此 
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eee ee Eley | (6. 6. 99) 


假定 “物质 的 ”与 “ 非 物 质 的 ”体积 分 域 在 某 t 时 刻 是 相同 的 , 即 表面 oO. EX 
一 时 刻 “ 物 质 的 ”体积 分 对 时 间 t 的 导数 (6. 6. 72) 式 与 “ 非 物质 的 ”体积 分 对 时 间 的 导数 
(6. 6. 96) 式 相 减 ,得 到 它们 的 差 值 : 

ai) P4°— 3] Pav = fa: o-o p= | dang (6. 6. 100) 
式 中 
In = n+ (0—0) =%—-Yy 

表示 表面 a(t) 上 各 物质 质点 沿 外 法 线 方向 n 相对 于 几何 图 形 a(z) 的 速度 。 

节 6. 6. 9 的 结果 在 连续 介质 力学 甚至 连续 介质 物理 中 有 非常 重要 的 应 用 。 


习 题 

6.1 设 阅 ,zzs 为 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 系 , 故 指标 不 分 上 下 。ei ,ez ,es 为 坐标 方 
向 单位 矢量。 已 知 位 移 场 为 u (zi ,zz ,zs,t) ,速度 场 为 vi(zi,z2z,zs,t)。 试 用 (6. 4. 12) 
与 (6.4.13) 式 (或 (6.4.15) 与 (6.4.17) 式 ) 写 出 矢量 w 对 时 间 z 的 物质 导数 du/dt 的 分 量 
表示 式 。 

6.2 试用 (6. 4.30),(6.4.31) 及 (6.4.14) 诸 式 写 出 题 6.1 在 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
系 中 矢量 场 u 对 时 间 1 的 Jaumann SR uy; 的 分 量 表示 式 。 

6.3 试用 (6.4.35),(6.4.36) 及 (6.4.13) 诸 式 写 出 题 6.1 在 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
系 中 矢量 场 w 对 时 间 t 的 Oldroyd 导数 wa 的 分 量 表示 式 。 

6.4 试用 (6.4.42),(6.4.43) 及 (6. 4. 17) 诸 式 写 出 题 6.1 在 Euler 笛 卡 儿 直 角 坐 标 
系 中 矢量 场 w 对 时 间 t 的 Cotter-Rivlin 导数 wa 的 分 量 表示 式 。 

6.5 类 似 于 6.1.3 小 节 圆 柱 坐 标 系 中 直接 用 正 交 标准 
化 基 矢 量 的 求 导 公式 推导 质点 速度 与 加 速度 分 量 公式 
(6. 1. 21) 与 (6.1.22) 的 方法 ,请 用 球 坐 标 系 中 正 交 标准 化 基 
矢量 的 求 导 公 式 (4. 9. 17) 推 导 球 坐标 系 中 质点 速度 与 加 速度 
分 量 公式 。 

6.6 一 端 固定 ,长 度 为 /1 的 绳 下 端 悬 一 质量 为 m 的 质 
点 ,以 等 角速度 9 绕 轴 转动 ( 见 图 6. 17) ,绳索 在 运动 过 程 中 始 
ty Ee, Ar =r =0, 


R: (1) 质点 加 速度 a 的 选 变 分 量 与 物理 分 量 (通过 六 8 
与 0 表达 ) 。 图 6.17 题 6.6 图 
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(2) 当 0 角 增 加 至 一 定 值 时 ,2 = 5 = 二 0, 问 此 时 对 应 的 9 角 与 8 的 关系 ,及 绳 中 张 
ÄT., 


67 直接 用 正 交 标准 化 基 矢量 的 求 导 公式 ,由 (6. 3. 10) 式 d= SV 十 Yu ) 导 出 


圆柱 坐标 系 中 应 变 率 张 量 d 的 分 量 通过 速度 分 量 的 表达 式 。 

6.8 将 题 6.7 改 为 球 坐标 系 , 求 4 的 分 量 通 过 速度 分 量 的 表达 式 。 

6.9 求 Almansi 应 变 张 量 e( 见 (6. 6. 36) 式 ) 对 时 间 的 率 。 

6.10 已 知 连 续 介 质 均 匀 拉 伸 变 形 ,Euler -EJLER zi ,zz ,zs 与 Lagrange -FJL 
坐标 6 ,所 ,5 坐标 轴 重 合 ,物体 的 运动 方程 为 

Xi 二 名 十 dit， Xs 二 色 十 dst， t = 

求 6.6.8 节 所 举例 题 中 所 给 出 的 所 有 关于 变形 与 速度 的 矢量 与 张 量 。 

6.11 it Lagrange 坐标 为 直角 坐标 系 & 6, & ,Euler 坐标 系 为 圆柱 坐标 系 x’ =r, 
Z22 一 0,z3 一 <。 物 体 的 变形 方程 为 


r=r +, p= ©, z= 8, 


ro 

在 所 ,平面 内 ,物体 为 矩形 ;一 a 二 和 二 a, 一 b 寺 名 二 6。 

R g..g'.F,.F ',F’, FT,U,V ,R,E,e. 

6.12 利用 变形 梯度 张 量 的 物质 导数 公式 (6. 6. 25) ,由 线 元 变换 公式 (6. 6. 2) 
元 物质 导数 公式 (6. 6. 17) ,由 面 元 变换 公式 (6. 6. 14) 导 出 面 元 物质 导数 公式 (6. 6. 24) 。 

6.13 由 物质 体积 域 上 体积 积分 的 导数 公式 (6. 6. 72), 导出 质量 积分 的 导数 
公式 (6. 6. 68)。 

6.14 证 明 (6.6.84) 式 。 

[提示 :9 为 撩 量 或 一 阶 以 上 张 量 。 可 将 9 写作 9 二 BY 的 并 矢 ,其 中 O 为 任意 阶 张 量 
( 含 零 阶 的 标量 ,一 阶 的 矢量 ),Y 为 矢量 。] 

6.15 由 (6.6.88) 式 证 明 (6. 6.89) 式 。 

6.16 利用 (6. 6. 89) 式 , 令 p = ,证 明 速度 环 量 的 物质 导数 公式 


和 ar- 号 dt “df 


F f 
式 中 9 为 物质 质点 加 速度 。 


6.17 证 明 (6. 6.93) 式 。 
(提示 : 见 题 6. 14 提示 。) 
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